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1.1 Grundbegriffe

1. Deskriptive Statistik

1.1. Grundbegriffe

Ziele in der Statistik:

e Statistics is the science of using data to learn about the world around us.

e Testen von Theorien; Untersuche Charakteristiken von Verteilungen in Popula-
tionen.

e Prognose von Wirtschaftswachstum, Studienerfolg, Verbrechensraten. ..

e Kausale Beziehungen vs. Prognosen.
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1.1 Grundbegriffe

Grundbegriffe: Teilgebiete der Statistik

e Deskriptive Statistik: Ubersichtliche Darstellung und Beschreibung von Daten
(genauer: einer Stichprobe) mit Kennzahlen und Grafiken.
— Mittelwerte, empirische Standardabweichung,. ..
— Histogramm, Dichten, ...
e Induktive Statistik: Aussagen iiber Grundgesamtheit, Uberpriifung von Hy-
pothesen.
— Schétzen von Parametern einer Verteilung (Punktschatzer).
— Hypothesentest.

— Konfidenzintervalle.
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1.1 Grundbegriffe

Grundbegriffe

Definition 1.1 (Grundgesamtheit). Die Grundgesamtheit (Population) stellt eine
Menge von rdumlich, zeitlich und sachlich eindeutig definierten Objekten dar.

Beispiele:

a) Alle aktuell im Studiengang Sozialwissenschaften an der HDA eingeschriebene
Studierende,

b) Alle mannlichen Personen in D., deren Blutdruck mindestens einmal téglich 180
mm Hg iibersteigt.

Die Grundgesamtheit kann aufgrund der GroRe oft nicht vollstéandig untersucht werden,
denn zu aufwendig, zu teuer, oder unethisch. Stattdessen Analyse einer Stichprobe.
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1.1 Grundbegriffe

Deskriptive Statistik

Definition 1.2 (Stichprobe). Eine Teilmenge von Objekten der Grundgesamtheit
nennen wir Stichprobe. Die Anzahl der Objekte in der Stichprobe heilt Stichproben-
umfang.

Synonyme: Daten, Beobachtungen.

Stichprobe statt Grundgesamtheit zu untersuchen hat Vorteile:

e Billiger, schneller, Erhebung oft sorgfaltiger méglich (Datenqualitat).
e Manchmal unvermeidlich (Lebensdauertests).
e Ethischer (klinische Studien).

e Stichprobe wird oft zuféllig aus Grundgesamtheit ausgewshlt (eigene Wissen-
schaft!).

Ziel der Statistik: Stichprobe (Daten) = Aussage iiber Grundgesamtheit.
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1.1 Grundbegriffe

Deskriptive Statistik

Einige Methoden zur Durchfiihrung von Stichprobenuntersuchungen

e Zufallsstichprobe.
e Systematische Auswahl: Objektives Kriterium, z.B. jeder 100. Artikel.

e Quotenverfahren/Reprasentative Stichprobe. Die Stichprobe soll die Werte ge-
wisser Merkmale mit den gleichen Quoten bzw. Anteilen, wie in der Grundge-
samtheit enthalten.

Als Beispiel dafiir, wie wichtig die Art der Erhebung einer Stichprobe sein kann siehe

Z. B . https://www.diw.de/documents/publikationen/73/diw_01.c.57345.de/diw_sp0019.pdf
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1.2 Merkmalstypen

1.2. Merkmalstypen

Definition 1.3 (Merkmal). Beobachtbare bzw. messbare Eigenschaften von Objek-
ten der Population nennen wir Merkmale.

Bsp.: KérpergroBe, Geschlecht, Raucher/Nichtraucher.

Merkmalsauspragungen sind mégliche Werte, die ein Merkmal annehmen kann.
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1.2 Merkmalstypen

Merkmalstypen

e Quantitativ vs. qualitativ

— Quantitatives M.: Auspragungen werden durch Messen oder Z3hlen erfasst
(Bspl: Blutdruck, Kinderzahl)

— Qualitatives M.: Alle anderen (z.B. Blutgruppe, Geschlecht)
e Diskret vs. stetig

— Diskretes M.: Die Menge der Auspragungen ist endlich (Bspl: Geschlecht,
Kinderzahl)

— Stetiges M.: Jeder Wert aus einem Intervall kann grundsatzlich angenom-
men werden (z.B. Blutdruck, KorpergroRe, Prozentuale Verdnderung des

Preises einer Immobilie)
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1.2 Merkmalstypen

Skalenniveaus

e Metrisch: Auspragung wird durch Zahlen erfasst und Differenzen (Absténde)
sind sinnvoll interpretierbar (Bspl: Langen, Gewichte, Preise)

e Ordinal: Werte sind lediglich geordnet nach GroRer-Kleiner-Relation (Bspl: Schul-

noten)

e Nominal: Werte haben den Charakter von Namen oder Kategorien. Anordnung
nicht moglich bzw. sinnvoll (Bspl: Haarfarbe, Stadtenamen).

Hierarchie (von grob nach fein): nominal = ordinal = metrisch.

Statistische Methoden sollten Skalenniveau beriicksichtigen.
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1.2 Merkmalstypen

Haufigkeiten
Definition 1.4 (Urliste, absolute und relative Haufigkeiten).

e Urliste (Rohdaten): Ungeordnet aufgeschriebene Liste xi, ..., x, der Stichpro-
benwerte

e verschiedene Merkmalsausprigungen {a, ..., am}.

e h, = #{i|x; = ax}: Anzahl der Beobachtungen, die die Ausprigung aj besitzen.
hi heilt absolute Haufigkeit der Ausprigung ay.

o fi = h—nk heiBt relative Haufigkeit der Auspragung ay, die Gesamtheit fi, ..., f,
heiBt Hiufigkeitsverteilung.

Esgilthy+---+h,=nbzw. f+---+f, =1
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1.3 LagemaBe

1.3. Lagemalie

Oft wollen wir Daten nur anhand von wenigen (zwei) KenngréRen beschreiben.

a) Lage: Wo liegen die Daten? Wo ist das 'Zentrum’ der Daten?

b) Streuung: Wie weit weichen die Daten voneinander bzw. vom Zentrum ab?
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1.3 LagemaBe

1.3.1. Arithmetisches Mittel

Definition 1.5 (Arithmetisches Mittel (Mittelwert)). Sei xi, ..., x, Stichprobe
vom Umfang n (quantitatives Merkmal). Dann ist das arithmetische Mittel definiert
durch

n
_ _ Xl _|_ e + Xn 1
X=X,= ——— = — X;.
; . - Z j
i=1
Alternative Bezeichnungen: Stichprobenmittel, Mittelwert.

e X nur bei quantitativen Merkmalen sinnvoll.

e X stark beeinflussbar durch Ausreiller.

Prof. Dr. C. Becker, Dr. F. Micol, Statistik, Wirtschaftsingenieurwesen, Sommer 2024 11



1.3 LagemaBe

1.3.2. Median

Definition 1.6 (Median). Sei xq, ..., x, Stichprobe vom Umfang n (quantitatives
oder ordinales Merkmal). Sei x1y < ... < x(n) die zugehdrige geordnete Stichprobe.
Dann ist der Median der Stichprobe definiert durch

med(x1, ..., Xn) = X(k+1), falls n = 2k + 1 ungerade ist.

Fiir n = 2k gerade wird definiert

1
med(xl, ,X,,) = E(X(k) + X(k+1))-

Alternative Schreibweise: xo5, med(x), ...
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1.3 LagemaBe

Median

e Der Median beschreibt das Zentrum der Daten: Mindestens 50% der Daten
sind > und mindestens 50% der Daten sind < als der Median (— allgemeine
Quantilsdefinition)

e Fiir n gerade ist Definition uneinheitlich. Jeder Wert zwischen x() und x(x41)

wére moglich...

e Der Median wird weniger durch Ausreiler beeinflusst als x.
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1.4 Streuungsmalle

1.4. Streuungsmalle

Definition 1.7 (Varianz und Standardabweichung). Sei xi, ..., x, eine Stichpro-
be mit arithmetischem Mittel X, dann heiBt

1 n
2_ 2 _ -2
s —sn—n_lkgl(xk—x)

Varianz der Stichprobe und die Wurzel

Standardabweichung der Stichprobe.
Alternative Bezeichnungen: empirische Varianz, Stichprobenvarianz,...
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1.4 Streuungsmalle

StreuungsmalRe

e Beide Male, Varianz und Standardabweichung, messen die Streuung (quadrati-

sche Abweichung) der Stichprobe um den Mittelwert x.

e Alternative Formel:

1
e Manchmal auch mit = statt
n n—
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1.5 Grafische Darstellungen von Haufigkeiten

1.5. Grafische Darstellungen von Haufigkeiten

1.5.1. Das Stabdiagramm

e Geeignet fir ordinale und nominale Merkmale, bei stetigen Merkmalen ist Hi-

stogramm geeigneter.
e Stabdiagramm:

— Auf der x-Achse (Abszisse) des Stabdiagramms werden die beobachteten

Merkmalsauspragungen abgetragen.

— Auf der y-Achse (Ordinate) werden die absoluten oder relativen Haufigkei-
ten der jeweiligen Auspragung in Form eines Stabes abgetragen. Die Lange
des Stabes gibt die Haufigkeit der zugehdrigen Auspragung wider.

e Siulen- bzw. Balkendiagramm: Analog Stabdiagramm mit S3ulen (Balken) statt
Stdben. Die Saulen sollten die gleiche Breite besitzen

e Wird bei zu vielen Kategorien uniibersichtlich
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1.5 Grafische Darstellungen von Haufigkeiten

1.5.2. Die empirische Verteilungsfunktion

Annahme: Stichprobe xi, ..., x, (metrisches Merkmal)

e Beispiel-Stichprobe:
110, 123,130, 135, 138, 145, 100, 150, 155, 190

e Anteil Beobachtungen < 1207
e Anteil Beobachtungen < 907

e Anteil Beobachtungen < 1807

Fiir beliebiges x € R ergibt sich eine Funktion:

Definition 1.8 (Empirische Verteilungsfunktion).
#{ilx < x}

l?n(x) = Anteil der Beobachtungen < x =
n

F,, heiBt empirische Verteilungsfunktion (englisch: empirical (cumulative) distribution

function).
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1.5 Grafische Darstellungen von Haufigkeiten

Die empirische Verteilungsfunktion

o F,(x) beschreibt die kumulierten relativen Hiufigkeiten
. I?,,(x) hangt sowohl von x als auch von der Stichprobe ab!

e Die empirische Verteilungsfunktion enthdlt die gesamte Information iliber die

Haufigkeitsverteilung der Daten.
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1.5 Grafische Darstellungen von Haufigkeiten

Die empirische Verteilungsfunktion

1. Schritt: (Ordne Beobachtungen der GroRe nach an und) trage Beobachtungen
auf der x-Achse ein.

2. Schritt: F, ist eine monoton steigende Treppenfunktion mit folgenden Eigen-
schaften
e Fiir x < min(xy, ..., x,) gilt /l-:,, =0
e An den Stellen xq, ..., x, springt F, um L nach oben

e Fiir x > max(xy, ..., x,) gilt /l-:,, =1
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1.5 Grafische Darstellungen von Haufigkeiten

Die empirische Verteilungsfunktion

Wichtige mathematische Eigenschaft: Es gilt der Satz von Glivenko-Cantelli:

lim Fa(x) = F(x),

n—o0

wobei F die wahre aber unbekannte Verteilungsfunktion ist, die die Stichprobe gene-

riert hat.
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1.5 Grafische Darstellungen von Haufigkeiten

1.5.3. Das Histogramm

Betrachte Stichprobe xi, ..., x, (metrisches Merkmal).

e Zerlege den Wertebereich der Beobachtungen in mehrere Intervalle

e Stelle relative oder absolute Haufigkeiten der entsprechenden Klassen grafisch

dar.
Bemerkungen:

e Die Anzahl der Klassen kann frei gewahlt werden.

e Die Klassenbreiten sollten gleich sein.
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1.5 Grafische Darstellungen von Haufigkeiten

Das Histogramm

Konstruktion anhand der Beispiel-Daten

1. Teile Messbereich [100, 200] in z.B. k =5 gleich breite Klassen ein.
2. Ermittle absolute/relative Haufigkeiten pro Klasse

3. Grafische Darstellung: Stelle Haufigkeiten durch Rechtecke dar. Wenn alle Klas-
senbreiten identisch sind, kann die Hohe des Rechtecks proportional zu h; bzw.
f: gewahlt werden.
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1.5 Grafische Darstellungen von Haufigkeiten

1.5.4. Quantile

Bekannt: Median = 50%-Quantil. Allgemeiner:

Definition 1.9 (p-Quantil). Sei xi, ..., x, Stichprobe vom Umfang n (quantitatives
oder ordinales Merkmal) und es sei 0 < p < 1. Sei x1) < ... < x(n) die zugehdrige
geordnete Stichprobe. Dann ist das p-Quantil der Stichprobe definiert durch

Xp = X([n-p]+1)» falls n-p ¢ N.

Fiir n- p € N wird definiert

. 1
Xp = E(X[np] + Xjnp]+1)-

Dabei bezeichnet (k| den ganzzahligen Anteil einer Zahl.
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1.5 Grafische Darstellungen von Haufigkeiten

Quantile: Bemerkungen
e Es gilt med(x) = Xo5
e Unteres bzw. oberes Quartil: X5 bzw. Xy.75
e Anschaulich:

— (Mindestens der) Anteil p der Daten < X,

— (Mindestens der) Anteil 1 — p der Daten > X,

Beispiel-Daten: Berechnen Sie X5 und Xp.75.
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1.5 Grafische Darstellungen von Haufigkeiten

1.5.5. Box-Plots
Definition 1.10 (Fiinf-Punkte-Zusammenfassung).
Die Fiinf-Punkte-Zusammenfassung (five point summary) eines Datensatzes besteht

aus

xq) (Minimum), %025, %05, %0.75, X(n) (Maximum)

Quartile — Median g

N W OO OO N
T 11—

Abbildung 1: Visualisierung durch Box-Plot.
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1.5 Grafische Darstellungen von Haufigkeiten

Box-Plots

Definition 1.11 (Box-Plot, Box-Whisker-Plot).

1. Die Box (Schachtel) wird durch Xo25 und X75 begrenzt
2. Der Median wird durch einen Punkt oder einen Strich in der Box markiert.

3. Zwei Linien (‘whiskers’) auBerhalb der Box gehen bis zu x(1y und x(,
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1.5 Grafische Darstellungen von Haufigkeiten

Box-Plots

Die Box reprédsentiert den mittleren Teil der Daten. Die Linge der Box wird auch als
IQR = Xo.75 — Xo.25
interquartile range bezeichnet.

Ein Box-Plot ermdglicht:

e Vergleich mehrerer Datensitze/Verteilungen
e Aussagen liber Symmetrie

e Aussagen liber Ausreisser.

Box-Plot fiir Beispieldaten.
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1.6 How to make a bad graph

1.6. How to make a bad graph

Positiv: Die Méglichkeiten zur Grafikerstellung in R sind hervorragend.

https://www.r-graph-gallery.com/

Aber oft ist weniger mehr:

e K. Broman: 'How to display data badly’

http://ocw.jhsph.edu/courses/BiostatisticsLectureSeries05/PDFs/Broman.pdf

e E.R. Tufte, 'The visual display of quantitative information’
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1.6 How to make a bad graph

Beispiele: Grafiken

Anzahl der Jugendiichen unter 20 Jahre (Angaben in Mio.)

18,0 1
16,5
16,0
15,0

14,0 136

12,0 11,8
10,9

10,0 -

80 : -
2020

2000 2010

=T T —1
2030 2040 2050 2060
Daten- und Modelrechnungswerte: Statisches Bundesamt

Abbildung 2: Quelle: Bosbach and Korff [2011]
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1.6 How to make a bad graph

Beispiele: Grafiken

Anteil der Jugendlichen unter 20 Jahre (Angaben in Prozent)
25,0 1

20,0
2 - W
001 B
——alfd_ 65 5
15,0 4 """"—'QL&..._,‘ ,15.3

10,0 4

50

0,0 J T T . ,
2000 2mao 2020 2030 2040 2050 2080

Daten- und Modelirechnungswerne: Statisches Bundasamt

Abbildung 3: Quelle: Bosbach and Korff [2011]
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1.6 How to make a bad graph

Beispiele: Grafiken

Anteil der Jugendlichen unter 20 Jahre {Angaben in Prozent)
50,0 4
ada
40,0 1
30,0 -

20,0

10,0 1

0,0 - r . : - y
1800 1925 1950 1975 2000 2025 2050

DatenqueSe: Bundesinstitul 10r Bewilkenngawissenschaftan
Modelirechnung: 12, Kpordinierte Bevikerungsvworausberechnung, Statistisches Bundesamt,
Mittehvert der beiden Hauptvarianlen

Abbildung 4: Quelle: Bosbach and Korff [2011]
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1.6 How to make a bad graph

Beispiele: Grafiken

Sozialausgaben (Angaben in Milliarden Euro)

800 -

700

600

500

400

am_

200 4

100 A

REEEEERE

LY

2000

Datenquese: BMA Scaialbericht 2009, 5. 254

Abbildung 5: Quelle: Bosbach and Korff [2011]
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1.6 How to make a bad graph

Beispiele: Grafiken

Sozialausgaben (in Prozent des Bruttoinlandsproduktes)
7

30
25
20
151

101

- & 09 o = - &N g P 3 >~ o
8332883888888 8388¢E¢8¢8
Datenquele: BMA Soziaibaricht 2009, 5. 254

Abbildung 6: Quelle: Bosbach and Korff [2011]
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2.1 Beschreibung von Zusammenhidngen

2. Korrelation und Regression

2.1. Beschreibung von Zusammenhangen

Oft vermuten wir Zusammenhange zwischen mehreren, gemeinsam beobachteten Merk-

malen, z.B.

e Korpergrolle — Koérpergewicht
e Risikofaktoren — Krankheit
e Alter & BMI — Blutdruck

e Korpergrolle von Mannern — Korpergrole ihrer Sohne

Beobachtungen haben jetzt die Form

(leyl)v Tt (an )/n)

= in jeder Beobachtung werden 2 Merkmale zusammengefasst.
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2.1 Beschreibung von Zusammenhidngen

Beschreibung von Zusammenhingen

Grafische Darstellung: Punktwolke=Streudiagramm=Scatterplot
Beispiel: Galton (1889) untersuchte die Groke von n = 928 Viatern und ihren S6hnen

o x;: Grole des /-ten Vaters

e y;: GroRe des Sohnes vom i-ten Vater

KérpergroRe Sohne (cm)
170 175 180
L L L

165
I

160
I

T T T T T
165 170 175 180 185

KorpergroRe Vater (cm)
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2.1 Beschreibung von Zusammenhidngen

Beschreibung von Zusammenhangen

Typische Fragen:

e Existiert ein Zusammenhang zwischen den x- und y-Werten?
e Wie stark ist ggf. der Zusammenhang?

o Welcher Art ist der Zusammenhang?

Weitergehend:

e Vorhersage/Prognose: z.B. Vater hat KorpergroRe x = 180. Was erwarten
wir fiir y, die KdrpergroRe seines Sohnes?

e Kausalitit: z.B. Gibt es einen ursichlichen Zusammenhang zwischen BMI und
Blutdruck?
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2.2 Der Pearsonsche Korrelationskoeffizient

2.2. Der Pearsonsche Korrelationskoeffizient

Gegeben: Beobachtungen (x1, y1), ..., (Xn, ¥n) von zwei Merkmalen X und Y.

Definition 2.1 (Kovarianz).

Die Kovarianz s,, von X und Y ist gegeben durch

SR 7) 1)

i=1

1

1 (ZXiYi—”'7'7
i—1

Sy, ist ein MaR fiir das gemeinsame , miteinander-variieren” von X und Y.

sy, kann beliebige positive und negative Werte annehmen.
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2.2 Der Pearsonsche Korrelationskoeffizient

Der Pearsonsche Korrelationskoeffizient

Gleichsinniger Zusammenhang wenn s,, > 0. In der Summe (1) dominieren die Terme
bei denen gleichzeitig entweder gilt

e x; >xund y; >y, oder

° x,-<7undy,-<)7.

Gegensinniger Zusammenhang wenn s,,, < 0. In der Summe (1) dominieren die Terme
bei denen gleichzeitig entweder gilt

e x; >Xxund y; <Yy, oder

e x; <xundy >Yy.

Falls X = Y = s,, = s? (Kovarianz=Varianz).
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2.2 Der Pearsonsche Korrelationskoeffizient

Der Pearsonsche Korrelationskoeffizient

Statt Kovarianz wird typischerweise (immer?) folgende normierte Version verwendet.
Definition 2.2 (Korrelationskoeffizient). Der (Pearsonsche) Korrelationskoeffizi-
ent ist definiert durch

Swy
S-Sy

r=ry =
Dabei ist s,, die Kovarianz, s, s, die Standardabweichungen von x und y.
r ist ein MaB fiir den linearen Zusammenhang zwischen X und Y.

e r nimmt Werte zwischen —1 und +1 an, r,, = ry,.
e r besitzt das gleiche Vorzeichen wie s,

i) r > 0 = gleichsinniger Zusammenhang,

ii) r <0 = gegensinniger Zusammenhang.
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2.2 Der Pearsonsche Korrelationskoeffizient

Der Pearsonsche Korrelationskoeffizient: Beispiele fiir Streudiagramme

(@

T T T T T T T
3 -2-10 1 2 3 4

Abbildung 7: Streudiagramme mit jeweils 1000 Punkten und Korrelationskoeffizienten 1, 0.9, 0.5,
0,-05 -09,0
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2.2 Der Pearsonsche Korrelationskoeffizient

Der Pearsonsche Korrelationskoeffizient

e Je ndher |r| bei 0, desto schwicher Zusammenhang und desto weiter streut
Punktwolke.

e Je ndher |r| bei 1, desto stdrker Zusammenhang und desto niher liegen die
Punkte auf einer Geraden y = ax + b.

Es gibt noch weitere Typen von Korrelationskoeffizienten.

Korrelation ist ein Standardmall zur Quantifizierung der Abhangigkeit zwischen zwei
Grolen.

Korrelation # Kausalitdt. Gemeinsamkeitskorrelation/Scheinkorrelation (= Schein-

ka usa | |tat) . https://www.tylervigen.com/spurious-correlations
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2.3 Lineare Regression

2.3. Lineare Regression

e Beim Korrelationskoeffizienten werden Merkmale X und Y gleichberechtigt be-
handelt.

e Oft wollen wir jedoch eine der beiden Variablen - Y (abhéingige Variable, Re-
gressand, Response) - abhingig von der anderen Variablen X (unabhéingige
Variable, Regressor, erklirende Variable) modellieren.

e Bspl: x: GroBe eine Mannes, y: GroRe seines Sohnes

Ziel bei Regressionsanalysen ist die Schatzung des bedingten Erwartungswertes E(y|x),
d.h. der erwartete (mittlere) Wert von y bei gegebenem x.
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2.3 Lineare Regression

Lineare Regression

Bei der linearen Regression wird angenommen, dass E(y|x) eine lineare Funktion in x
ist, d.h. es gibt a, b € R mit

E(y|x) = a + bx.
a und b heilen Regressionsparameter. Die Aussage ist dquivalent zu
y =a+ bx +e¢,

wobei € den Fehlerterm (oder das Residuum) bezeichnet.

Problem: Wahre Parameter a und b sind unbekannt und miissen geschatzt werden.
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2.3 Lineare Regression

Lineare Regression

Definition 2.3. Es seien Beobachtungen (xi, y1), ..., (Xn, ¥n) gegeben. Dann ist die
Regressionsgerade gegeben durch

y=3a+b-x
Dabei sind
3=y-b-X

die sog. kleinste-Quadrate Schatzer der Parameter.
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2.3 Lineare Regression

Lineare Regression

e aund b bzw. 3 und b werden als (Regressions-)Koeffizienten bezeichnet.

e Manchmal wird Regression nicht auf Originalwerten, sondern auf transformier-
ten, z.B. In(y), durchgefiihrt.

e Geometrische Interpretation
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2.3 Lineare Regression

Lineare Regression

Die Regressionsgerade entsteht, indem der (quadratische) Abstand zu den Daten in

der Punktwolke minimiert wird, d.h. 3 und b werden so gewahlt, dal

n

Z(y,- — (ax; + b))?

i=1
minimal wird (=, kleinste-Quadrate Schatzer”, ,Ordinary Least Squares” OLS)

Erstmals angewendet wird die Methode der kleinsten Quadrate (MkQ) bei der Feh-
lerausgleichsrechnung astronomischer Daten durch CARL FRIEDRICH GAUSS (1777
1855) im Jahr 1805. Ab 1807 war GAUSS Direktor der Sternwarte in Géttingen und
Professor fiir Astronomie an der dortigen Universitat. Die Methode der kleinsten Qua-
drate fand bald auch in anderen Bereichen der Wissenschaft Anwendung (Biologie,
Psychologie, Soziologie, Wirtschaftswissenschaften. . .).
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2.3 Lineare Regression

Lineare Regression
Ob die Regressionsgerade steigt oder fallt, hangt nur von der Kovarianz ab:
e 5, > 0 < Regressionsgerade steigend

e 5, < 0 < Regressionsgerade fallend

o 5, = 0 & Regressionsgerade horizontal
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2.3 Lineare Regression

Lineare Regression

Beispiel (Forts.): Software-Output (in R) von Galtons Daten

> 1lm.galton <- 1lm(child ~ parent, data=galton)
> 1lm.galton

Call:
Im(formula = child ~ parent, data = galton)

Coefficients:
(Intercept) parent
60.8115 0.6463

Erhalten 3 = 60.8115 und b = 0.6463 = (geschatzte) Regressionsgerade:

y = 60.8115 + 0.6463 - x

Galton.r
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2.3 Lineare Regression

Lineare Regression
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2.3 Lineare Regression

Lineare Regression

Fiir einen frei gewdhlten x-Wert kann der zugehdrige y-Wert prognostiziert (geschatzt)
werden. Wir schreiben dann y = 60.811 + 0.6463 - x. Ergebnisse:

\\150 165 180
| 158 168 177

e Sohne extrem groler (bzw. kleiner) Vater sind im Mittel immer noch sehr grofs
(bzw. klein). ABER:

e Im Mittel sind Schne extrem groBer (bzw. kleiner) Vater kleiner (bzw. groRer)
als lhre Viter!

Galton: ,,Regression towards mediocrity” (Riickkehr zum MittelmaR)
Ahnlich: Intelligenzquotient.
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2.4 Interpretation von Korrelationen und Regression

2.4. Interpretation von Korrelationen und Regression

Eine Extrapolation der Regressionsgeraden iiber den Bereich der Punktwolke hinaus
ist i.A. keine gute Idee.
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2.4 Interpretation von Korrelationen und Regression

Interpretation von Korrelationen und Regression

Fehlschluss: Aus r,, = 0 # Es gibt keinen Zusammenhang zwischen x und y. Erkl&-

Y 4

—
X

rung: Hier r,, = 0. Zusammenhang nicht linear, sondern quadratisch.
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2.4 Interpretation von Korrelationen und Regression

Interpretation von Korrelationen und Regression

AusreiRer: Einzelne extreme Werte kénnen groRen EinfluR auf die Regressionsgerade
bzw. Korrelation haben.

Olns Aumee. Mot Awmafe
. P
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2.4 Interpretation von Korrelationen und Regression

Interpretation von Korrelationen und Regression

Inhomogenitatskorrelation: Gehalt und SchuhgréRe korrellieren?

Gl 4

it M(iuw\ev

{Tomd q-_wow en

— —
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2.4 Interpretation von Korrelationen und Regression

Interpretation von Korrelationen und Regression

Interpretation einer starken Korrelation (|r,,| groR):

e Hochstens Hinweis auf kausale Beziehung, kein Beweis.
e Keine Aussage dariiber, ob

— x von y oder umgekehrt beeinflut wird

— x und y wechselseitig aufeinander einwirken

— ob x und y durch ein gemeinsames z beeinfluBt werden.
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2.4 Interpretation von Korrelationen und Regression

Interpretation von Korrelationen und Regression

AbschlieBende Bemerkungen: Fiir zwei Merkmale X und Y gilt

e Der Korrelationskoeffizient beschreibt nur den Grad und die Richtung von linea-
rer Abhdngigkeit zwischen X und Y.

e Vollstindige Beschreibung der Abhangigkeit i.A. nicht durch Korrelation méglich
(= Copulas)

e Sind X und Y unabhidngig = Korrelation = 0.

e Korrelation = 0 % X und Y unabhéangig! (Gilt nur in ganz speziellen Situatio-

nen, z.B. wenn X und Y multivariat normalverteilt sind).

e Wenn die Verteilungen von X und Y bekannt sind, kann der Korrelationskoef-

fizient i.A. nicht alle beliebigen Werte in [—1, 1] annehmen.
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2.5 Lineare Regression: Erweiterungen

2.5. Lineare Regression: Erweiterungen

Multiple lineare Regression mit einer abhdngigen Variablen y aber mehreren erklaren-
den Variablen xq, ..., X,

y=a+bxg+ -+ byx, + e
Schétzung der Parameter a, by, ..., b, mittels Kleinste-Quadrate-Schéatzer.
Beispiel in R zur lllustration von
e Standard-Multipler Regression.

o Nichtlineare erklarende Variablen.

e Standardisierung von Variablen.

Prof. Dr. C. Becker, Dr. F. Micol, Statistik, Wirtschaftsingenieurwesen, Sommer 2024 b7



3.1 Zum Begriff der Wahrscheinlichkeit

3. Wahrscheinlichkeitsrechnung

3.1. Zum Begriff der Wahrscheinlichkeit

Kennzeichen empirischer Forschung ist Unsicherheit. Ziel ist die Quantifizierung von
Zufall / Unsicherheit = "Wahrscheinlichkeit'.

Das Konzept von Wahrscheinlichkeiten ist allgegenwartig:

e Medizin: 'Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.05% ist Therapie A besser als
Therapie B.’

e Wetter: Wahrscheinlichkeit fiir Regen morgen.

e Versicherung: Wahrscheinlichkeit, dass ein 35jdhriger Kunde mindestens 65 Jah-
re alt wird.

e Business: Wie viele Mitarbeiter braucht ein Call-Center damit mit Wahrschein-
lichkeit < 1% kein Kunde warten muss?
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3.2 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

3.2. Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Einfaches Beispiel: Faire Miinze wird einmal geworfen. P(,Kopf“)= P(“Zahl")= 1.
(Intuitive) Interpretation von P: ,Langfristige Haufigkeit”: Wenn Experiment sehr oft
wiederholt wird, ergibt sich als relative Hiufigkeit vom Ereignis ,Kopf“~ 2

(s e fane( 1200, 1, )

1:200

Abbildung 8: Re|ative Hauflgkelt von 'Kopf' belm MunZWUrf. test=function(x)mean(sample(0:1, x, replace=TRUE,
prob = ¢(0.5,0.5))); plot(1:200,apply(as.data.frame(1:200),1, test), type="1", col="steelblue"); abline(a=0.5, b=0)
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3.2 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Weiteres Beispiel: Geschlechterverteilung bei Neugeborenen. In den meisten grofen
Populationen ist P('Junge’)> 0.5 (England: P("Junge’)~ 0.515).

Mathematische Formalisierung 1930’er Jahre (Kolmogorov-Axiome)

Idee: Ordne jedem Ereignis eine Wahrscheinlichkeit (Zahl zwischen 0 und 1) zu.
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3.2 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Die Menge aller moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments wird Ergebnisraum
Q genannt.

Sei w ein Element des Ergebnisraums €, dann heilt die einelementige Menge {w}
Elementarereignis. Geeignete Untermengen von A C Q heilen Ereignisse. Ins-
besondere heilt das Ereignis A = Q sicheres Ereignis und das Ereignis A = ()
unmogliches Ereignis.

Ereignisse beschreiben Ergebnisse eines zufilligen Vorgangs (Zufallsexperiment). Er-

eignisse werden durch Aussagen bzw. Mengen (A, B C Q) beschrieben:

e Beispiel Ereignis A: ,Morgen scheint die Sonne”.

e Ereignis B:,Morgen geht die Sonne im Osten auf.”

Ereignisse (Teilmengen von Q) kénnen miteinander verkniipft werden.
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3.2 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten: Rechenregeln fiir Ereignisse

1. Vereinigung AU B: Ereignis A tritt ein, oder Ereignis B tritt ein, oder es treten
beide Ereignisse gleichzeitig ein.

2. Schnittmenge AN B: Es treten beide Ereignisse gleichzeitig ein.
3. Komplementarereignis A: Ereignis A tritt nicht ein.

4. A und B heilen disjunkt, wenn AN B = () (leere Menge).
Bspl: Seien

e A: ' Patient besitzt Blutgruppe A’
e B: ' Patient besitzt positiven Rhesusfaktor’

e = AU B: Patient gehort zur Blutgruppe A oder besitzt positiven Rhesusfaktor
oder beides, AN B=?7, A=7
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3.2 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten: Rechenregeln fiir Ereignisse

Visualisierung durch Venn-Diagramme.

Praktische Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten: Bei hdufiger Durchfiihrung des glei-

chen Experiments gilt

relative Haufigkeit = Wahrscheinlichkeit des Ereignisses,

sieche Starkes Gesetz der groen Zahlen.

Kennt man einmal die Wahrscheinlichkeit gewisser 'Grundereignisse’, so lassen sich

die Wahrscheinlichkeiten fiir andere Ereignisse ableiten.
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3.2 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Satz (Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten).

1. Fiir jedes Ereignis A gilt 0 < P(A) < 1.
2. Fiir das sichere Ereignis Q gilt P(Q2) = 1.

3. Additionsregel: Wenn Ereignisse A und B disjunkt sind, dann gilt

P(AU B) = P(A) + P(B).

4. Gegenereignis: Fiir jedes Ereignis A gilt P(A) = 1 — P(A).

5. Multiplikationsregel: Sind die Ereignisse A und B unabhéangig, dann gilt P(AN
B) = P(A) - P(B).

Bspl. (Fortsetzung): P(A) = 43% = 0.43, P(B) = 0.81 = P(ANB) =0.43x0.81 =
0.3483
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3.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

3.3. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Wir suchen nun einen Begriff, der die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses B
angibt, wenn wir schon wissen, dall A eingetreten ist.

Viele Krankheiten hdngen vom Geschlecht der Person ab. Beispiel: W.keit an Diabetes
zu erkranken: Fiir einen Mann =~ 0.07, fiir eine Frau ~ 0.02, Gesamtpopulation ~
0.045.

Welche W .keit ist (wenig) informativ/relevant?

Definition 3.1 (Bedingte Wahrscheinlichkeit). Fiir zwei Ereignisse A und B
definieren wir die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B durch
P(AN B)

PIAIB) = —5 g

Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt direkt durch Umformen der
Multiplikationssatz: Seien A und B Ereignisse mit einer Wahrscheinlichkeit ungleich
Null. Dann gilt:

P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).
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3.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definiere Ereignisse

e Ereignis A="Person erkrankt an Diabetes’

e Ereignis B="Person ist mannlich’

e Gesucht: P(A|B)

Beispiel: Ereignis A="Es regnet”; Ereignis B="Es ist bewdlkt". Bekannt sei: P(B) =
0.2, P(AN B) = 0.06. Gesucht: P(A|B)

Losung:

P(ANB) 006

PIAIB) = —55y = 5p =03
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3.4 Satz von Bayes

3.4. Satz von Bayes
Satz von Bayes

Wenn A, B unabhingige Ereignisse sind, gilt:

P(AnB) P(A)-P(B)

PAB =pE) P

Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit besagt:

Sei Ei, ..., E, eine Partition eines Ereignisraumes 2, d.h. E; U

E;NE; = firi#j. Sei AC Q ein beliebiges Ereignis, dann gilt:

:iP(AﬂEk ZPEk (A|E).
k=1

UE, = Q und
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3.4 Satz von Bayes

Satz von Bayes

Satz. Es seien A,B Ereignisse. Dann gilt

P(A) - P(B|A)

AP By pBiA) - PA)- PEIA)

Bemerkung: Ziel ist die Berechnung von P(A|B) (sog. ,a-posteriori Wahrscheinlich-
keit“), wenn P(A), P(B|A), P(B|A) bekannt sind.
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3.4 Satz von Bayes

Satz von Bayes

Beispiel: Screeningtest zur Erkennung von HIV-Infizierung.
Probanden sind entweder tatsichlich erkrankt K™ oder gesund K,

Test beurteilt Probanden als testpositiv Tt (i.e. ,erkrankt”) oder testnegativ T~
(,.gesund").

Moglicherweise kdnnen auch tatsdchlich Gesunde (K ™) als testpositiv ( TT) bzw. tat-
sichlich Kranke (K™) als testnegativ (7 ~) beurteilt werden!

Bekannt sind:
e P(KT)=0.1% (Pravalenz)
o P(TT|K™)=98% (Sensitivitat)
o P(T|K™)=99% (Spezifizitdt)

Angenommen positives Testergebnis liegt vor. Sollte man dann verzweifeln?
Gesucht: P(K*|T*) (sog. positiver Vorhersagewert).
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3.5 Visualisierung durch Wahrscheinlichkeitsbaum

3.5. Visualisierung durch Wahrscheinlichkeitsbaum
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3.5 Visualisierung durch Wahrscheinlichkeitsbaum

Visualisierung durch Wahrscheinlichkeitsbaum
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3.5 Visualisierung durch Wahrscheinlichkeitsbaum

Visualisierung durch Wahrscheinlichkeitsbaum

Dann gilt
P(TTNKT)=P(K") - P(TT|K") =0.1% - 98% = 0.00098,
P(TTNK )=P(K") -P(TT|K")=99.9% -1% = 0.00999
und damit
P(TH=P(TtNK")+P(TTNK")=0.01097.

Also gilt

P(T+NK™*) ~0.00098
P(T*NKT)+P(TTNK-) 0.01097

P(K*|T*) = — 0.08933
Allgemein als sog. Formel (Satz) von Bayes:

P(K*) - P(TH|K™)
P(K*) - P(THK*) + (1= P(K*)) - (1 = P(TIK7))

P(K*|TH) =

Der Satz von Bayes erlaubt die ,Umkehrung” von bedingten Wahrscheinlichkeiten.
Standardanwendung: Gegeben ist P(B|A), gesucht ist jedoch P(A|B).
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3.6 Zufallsvariablen

3.6. Zufallsvariablen

Definition 3.2 (Zufallsvariable). Eine GroBe X, deren Wert das Ergebnis eines
Zufallsvorgangs (Zufallsexperiment) ist, heilt Zufallsvariable (oder ZufallsgroBe). Ge-
nauer: Eine Zufallsvariable X zu einem Zufallsexperiment ist eine Funktion, die jedem
Elementarereignis w € Q einen reellen Zahlenwert X(w) zuordnet. Die Werte, die
eine Zufallsvariable X annehmen kann, heien Realisierungen der Zufallsvariable und
werden mit Kleinbuchstaben x bezeichnet. Bezeichnungen: X, Y, Z, ....

Bei uns ordnen Zufallsvariablen jedem Ausgang des Zufallsvorgangs eine Zahl zu.

Beispiele:

e X= Anzahl von Ergebnis , Kopf” beim 5-maligen Miinzwurf.

e Y= Anzahl von Kreditausfillen in einem bestimmten Portfolio in einem be-
stimmten Zeitintervall.

e R= Rendite einer bestimmten Aktie in einem bestimmten Zeitintervall.
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3.6 Zufallsvariablen

3.6.1. Stetig vs. diskret

Man unterscheidet stetige (stetig-verteilte) und diskrete (diskret-verteilte) Zufallsva-

riablen nach den mdglichen Werten die sie annehmen kénnen:

e Die moglichen Werte einer diskreten Zufallsvariablen lassen sich aufzihlen, d.h.
X €{0,1,2,...} (Speziell: X kann nur endlich viele Werte annehmen.)

e Stetige Zufallsvariablen kdnnen prinzipiell alle Werte eines Intervalls [a, b] oder

alle Zahlen in R annehmen.
Beispiele:

e Y= Anzahl von Kreditausfillen in einem bestimmten Portfolio in einem be-

stimmten Zeitintervall.
e R= Rendite einer bestimmten Aktie in einem bestimmten Zeitintervall.

e X= Systolischer Blutdruck einer bestimmten Person zu einem bestimmten Zeit-

punkt.

Prof. Dr. C. Becker, Dr. F. Micol, Statistik, Wirtschaftsingenieurwesen, Sommer 2024 74



3.7 Dichtefunktion

3.7. Dichtefunktion

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Zufallsvariablen lassen sich durch verschiede-

ne Funktionen beschreiben.

Definition 3.3 (Dichtefunktion). Die Dichtefunktion einer Zufallsvariablen X ist
definiert durch

a) eine Funktion f = fx mit f(x) = fx(x) = Fk(x), falls X stetig,

b) eine Folge po, p1, p2, ... mit p; = P(X = x;), falls X diskret.
Alternative Bezeichnung: Wahrscheinlichkeitsfunktion, Wahrscheinlichkeitsdichte

Fir diskrete Variablen gilt

0<p <1, firalle i, und Zp,-zl.

Die Dichtefunktion einer diskreten Zufallsvariablen lasst sich als Balkendiagramm dar-
stellen.
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3.7 Dichtefunktion

Dichtefunktion

0.2

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

%y

Abbildung 9: Augensummen beim Werfen zweier Wiirfel.
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3.8 Verteilungsfunktionen

3.8. Verteilungsfunktionen

Bei einem Zufallsexperiment interessieren uns haufig nicht nur die Wahrscheinlich-
keiten fiir eine Realisierung einer Zufallsvariablen f(x;) = P(X = x;) sondern wir
wollen wissen, wie wahrscheinlich es ist, dass X in einem bestimmten Bereich liegt:
P(a < X < b). Hierfiir gibt es eine eigene Funktion, die Verteilungsfunktion.

Definition 3.4 (Verteilungsfunktion). Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvaria-
blen X ist definiert durch

F(x) = Fx(x) = P(X < x) (x € R).

Fiir eine diskrete Zufallsvariable gilt also

F(x) = P(X < x) fo, x e R.
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3.8 Verteilungsfunktionen

Verteilungsfunktionen

Wahrscheinlichkeitsfunktion — Verteilungsfunktion F'(x)

f(lk) 15
1
0.15 =
frag
= 04 0.5
o II II
0
0 2 4 6 8 10 12
Ll [ ] x
2 3 4 56 7 8 9 1011 12
X

Abbildung 10: Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion fiir die Augensumme zweier Wiirfel
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3.8 Verteilungsfunktionen

Dichtefunktion
Verkniipfung zwischen Dichte- und Verteilungsfunktion:

a) falls X stetig gilt

b) falls X diskret gilt

Fx(X) = Z Pi-

ii<x

Verteilungs- und Dichtefunktionen enthalten die vollstindige Information iiber die Ver-
teilung einer Zufallsvariablen.

Oft ist man jedoch nur an gewissen KenngroRen von Verteilungen interessiert...
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3.8 Verteilungsfunktionen

Dichtefunktion

Fiir eine stetige Zufallsvariable X mit Dichte f(x) und Verteilungsfunktion F(x) gilt:
o F(x)=J"_ f(u)du.
o P(X € [a b)) = [ f(u)du = F(b) — F(a).

e P(X =x) =0 fir alle x € R.
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3.9 Erwartungswert

3.9. Erwartungswert

Definition 3.5 (Erwartungswert). a) Fiir eine stetige Zufallsvariable X ist der
Erwartungswert definiert durch

E(X) = / T e(x)d,

(e o]

wobei fx die zugehdrige Dichtefunktion ist.

b) Fiir eine diskrete Zufallsvariable X ist der Erwartungswert definiert durch
E(X) = ZX,' - pi = ZX,‘ . P(X = X,').
i=0 i=0

e E(X) gibt das ,Zentrum” (Schwerpunkt) der Verteilung an. E(X) entspricht

dem arithmetischen Mittelwert einer Stichprobe (spater mehr)

e Realisierungen x; mit groBerer Eintrittswahrscheinlichkeit f(x;) werden auch star-
ker beriicksichtigt.
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3.10 Varianz

3.10. Varianz

Definition 3.6 (Varianz, Standardabweichung). Die Varianz einer Zufallsvariable

X ist gegeben durch
Var(X) = E[(X — E(X))?].

Fiir eine diskrete Zufallsvariable X gilt

Var(X) = (x — E(X))* P(X = x).

Die Standardabweichung ist gegeben durch sd(X) = /Var(X).

Die Varianz ist der mittlere (wahrscheinlichkeitsgewichtete) quadrierte Abstand der

Realisierung der Zufallsvariablen von ihrem Erwartungswert.

Var(X) und sd(X) sind Male fiir die Streuung/Variabilitat der Zufallsvariablen X.
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3.10 Varianz

Erwartungswert und Varianz unter linearer Transformation

Sei X eine Zufallsvariable und a, b € R beliebig. Dann gilt:
E (aX + b) = aE(X) + b.
Var (aX + b) = a* Var(X).

Standardisierung von Zufallsvariablen:

Definiere standardisierte/normierte Zufallsvariable

_X-E(X)

2= T

Es gilt E(Z) =0, Var(Z) = 1.
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3.11 Wichtige Verteilungen

3.11. Wichtige Verteilungen

3.11.1. Binomialverteilung

Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit, dal ein Junge geboren wird ist 0.51. Eine Familie
habe vier Kinder. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dal alle 4 Kinder Madchen

sind?

e Sei X = # Maédchen bei 4 Geburten.

e Gesucht ist also P(X = 4)7?

Losung: Tafel

Prof. Dr. C. Becker, Dr. F. Micol, Statistik, Wirtschaftsingenieurwesen, Sommer 2024 84



3.11 Wichtige Verteilungen

Binomialverteilung

Allgemeinere Situation:

e Es werden n unabhingige, identische Versuche durchgefiihrt.

e Bei jedem Versuch gibt es nur zwei mégliche Ausgange: , Erfolg oder MiRerfolg”,

,0 oder 19, ,ja oder nein”, ...
e Erfolgswahrscheinlichkeit fiir einzelnen Versuch: p € (0, 1)

e Gesucht: Verteilung der Zufallsvariablen

X = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen.
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3.11 Wichtige Verteilungen

Binomialverteilung

Definition 3.7 (Binomialverteilung). In der obigen Situation gilt: Fiirk =0, ..., n

ist

In Zeichen: X ~ Bin(n, p)
Sprechweise: ,, X ist binomialverteilt mit Parametern n und p".

Dabei ist der Binomialkoeffizient (,,k aus n“) definiert durch

(+)

kl=k-(k—1)---2-1 und 0!'=1.

wobei
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3.11 Wichtige Verteilungen

Binomialverteilung
Eigenschaften: Fiir X ~ Bin(n, p) gilt

e X kann nur Werte 0, 1, ..., n annehmen, d.h. Bin(n, p) ist eine diskrete Vertei-
lung.

e E(X)=n-p
o Var(X) =n-p(1—p)
Beispiel (Fortsetzung)
e n=4und p=1-0.51=0.49 (,Erfolg” = “Madchen®)
e X ~ Bin(4,0.49)
o Losung: P(X = 4) = (})0.49* = 0.0576

o P(X =2)=(5)0.492-0.51% = 0.3747
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3.11 Wichtige Verteilungen

Binomialverteilung

0.6
1

0.5

0.4

Pn
0.3
Il

0.2
Il

0.1

0.0
|

Abbildung 11: Dichtefunktion der Binomialverteilung: Dichten von Bin(10,0.05) (schwarz) und
Bin(10,0.4) (blau).
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3.11 Wichtige Verteilungen

3.11.2. Normalverteilung

Definition 3.8 (Normalverteilung). Fiir i € R, 0% > 0 ist die Dichte der Normal-
verteilung N(y1, o) definiert durch

1 1 /x— u>2
f(x) = exp | —= :
() = —— p( 5 (< )
Speziell fiir 4 = 0 und o = 1 heit N(0,1) Standardnormalverteilung. Die Dichte-
funktion lautet
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3.11 Wichtige Verteilungen

Normalverteilung

e X ~ N(p,02) = X kann beliebige reelle Werte annehmen (ist also eine stetige
Zufallsvariable)

e ,Wichtigste” Verteilung iiberhaupt, denn viele Daten lassen sich gut durch die
Normalverteilung modellieren (K&rpergroBen, Blutdruck,. . . ).

e E(X) = p und Var(X) = o2

e Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit Parametern i und o, dann ist die
normierte Zufallsvariable Z = % eine standardnormalverteilte Zufallsva-

riable mit Parametern =0 und 0 = 1.

e Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit Parametern 1 und o, dann gelten
folgende Zusammenhinge zwischen der Verteilungsfunktion F und Dichte f von
X und den entsprechenden GroRen der Standardnormalverteilung ® und ¢:

F(x):¢<X;'u>, f(x):§¢(xg“).
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3.11 Wichtige Verteilungen

Normalverteilung

Dichtefunktion der Normalverteilung:

Normalverteilung

Dichte
0.3
|

0.2

0.1

0.0
1

Abbildung 12: Die Dichtefunktion der Normalverteilung: die GauRsche Glockenkurve. Hier: Dichten
von N(0, 1), N(0,4) und N(1,1).
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3.11 Wichtige Verteilungen

Normalverteilung

e Dichtefunktion symmetrisch um p (dort maximal)
e 1 beschreibt Lage der Verteilung

e 0 beschreibt , Breite” der Verteilung.

Warum taucht die Normalverteilung an so vielen Stellen auf?

Grund: Zentraler Grenzwertsatz (vage Formulierung):
~Unter sehr allgemeinen Bedingungen ist die Summe einer groBen Anzahl von identisch
verteilten Zufallsvariablen (die beliebige Verteilung besitzen diirfen!) normalverteilt”
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3.11 Wichtige Verteilungen

Normalverteilung

Sei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit Parametern o und o, dann gilt:

Plu—o<X<pu+o) =~ 683%
P(p—20 <X <pu+20) ~ 955%
Plu—3c<X<pu+30) =~ 99.7%
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4.1 Einfiihrung

4. Parameterschitzung und Konfidenzintervalle

4.1. Einfiihrung

Sﬁcl/\‘wo\/)e > Stadistik
evieugt macht Mag: loer

/\\\\\/Wm

wovey, abev unbelaunter  Zustand  dex Naun-
( 6\V&M%%CS(&W\'\'£AC}+)

Die Stichprobe soll Riickschliisse auf die Grundgesamtheit liefern.
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4.1 Einfiihrung

Einfiihrung

Statistische Aussagen beziehen sich normalerweise auf einen (wahren, aber unbekann-
ten) Parameter 6 der Grundgesamtheit. Typische statistische Aussagen:

1. 0 kann durch den Wert § = 1.5 geschatzt werden (= ,,Schétzer” oder genauer
Punktschitzer.).

2. Mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit liegt 6 zwischen 1 und 2 (= ,,Konfidenzin-
tervall®).

3. Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von maximal 5% gilt 6 > 0 (= ,,Hypothe-
sentest’).
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4.1 Einfiihrung

Einfiihrung

Beispiel: Studie zur Wirksamkeit einer Therapie bei Bluthochdruck. Interessante Ziel-

groBe ist die erreichte Blutdrucksenkung,

X = Blutdruck vor Therapiebeginn - Blutdruck bei Therapieende

Es werden n = 10 Patienten behandelt mit resultierender Stichprobe xi, ..., x10.

Fragestellung:

e Um wieviel reduziert die Therapie den Blutdruck?

e Genauer: Wie gross ist die erwartete Reduktion (,mittlere Effektgrdsse”), d.h.
0 = E(X)7?

e 0 = [E(X): Wahre (aber unbekannte) Blutdruckreduktion aller Patienten
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4.1 Einfiihrung

Einfiihrung

Daten: 19,7, 26, 25, —11, —8, 23, 30, 14, 16.

e Problem: Gesucht ist # = E(X) aber wir haben nur die obigen Daten.
e Idee: Schitze § = E(X) durch das Stichprobenmittel X = 15(x1 + ... + X10).
e Sprechweise: , X ist ein Schatzer fiir E(X)".

e Hoffnung: X ist ,,guter” Schatzer fiir E(X).

o Hier: x =14.1.
Was wissen wir jetzt iiber E(X)7? Ist tatsachlich E(X) = 14.17

e Sichere Aussage nicht moglich!

e Die beobachteten Daten sind zufillig, daher sind nur Aussagen mdoglich, die
Unsicherheit beriicksichtigen - aber wie?

= Konfidenzintervall
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4.1 Einfiihrung

Einfiihrung

Wir kdnnen ein Konfidenzintervall angeben, d.h Zahlen a < b, so dass z.B. gilt

P(wahrer Parameter E(X) € [a, b]) = 95%.

e Interpretation: Mit 95%-iger Sicherheit liegt die (wahre, aber unbekannte) Blut-
druckreduktion zwischen den Werten a und b.

e In unserem Beispiel: 95%-Konfidenzintervall gegeben durch (fallt vom Himmel!)
[7.902, 20.298]

d.h. mit 95%-iger W.keit liegt die wahre (erwartete) Blutdruckreduktion zwi-
schen 7.902 und 20.298.

Prof. Dr. C. Becker, Dr. F. Micol, Statistik, Wirtschaftsingenieurwesen, Sommer 2024 98



4.2 Allgemeine Definition

4.2. Aligemeine Definition

Annahme: Es seien Daten (Stichprobe) xq, ..., x, gegeben.

Definition 4.1 (Schatzer). Ein Schatzer 0 (fiir einen Parameter ) nimmt Daten
Xi, ..., X, und ordnet ihnen einen Wert 0 — 5(x1, o Xn) €ER zu.

Bemerkungen:

e Kurzschreibweise:

Schitzer: Daten —— Wert

e Da xq, ..., x, zufillig sind = 0 ist eine Zufallsvariable!
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4.2 Allgemeine Definition

Allgemeine Definition

Definition 4.2 (Konfidenzintervall). Gesucht ist ein Parameter 6 der Verteilung
einer Zufallsvariablen X. Der Parameter soll aus einer Stichprobe xi, ..., x, geschatzt
werden. Fiir eine vorgegebene (kleine) Wahrscheinlichkeit cv ist [a(xq, ..., Xn), b(X1, ..., X,)]

ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — « fiir den Parameter 0, wenn
P(a(x1, ..., xs) <0 < b(x1,...,x,)) =1 -«

Die Intervallgrenzen a und b hdngen also von den Daten xq, ..., X, ab.

1 — « (grosse W.keit) heisst auch Konfidenzniveau, Sicherheitsniveau, Uberde-

ckungswahrscheinlichkeit, « auch Irrtumswahrscheinlichkeit.
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4.2 Allgemeine Definition

Allgemeine Definition: Konfidenzintervall

Da xi, ..., x, zufdllig sind = Intervallgrenzen a und b sind Zufallsvariablen!

Interpretation: ,Mit W.keit 1 — « liegt der wahre aber unbekannte Parameter im
Intervall [a, b]".

Die Intervallgrenzen a und b hdngen allgemein ab von:

e Sicherheitsniveau 1 — o,
e Stichprobenumfang n,

e Den beobachteten Daten X, ..., X,.
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4.3 Beispiel Normalverteilte Daten

4.3. Beispiel Normalverteilte Daten

Ist X eine normalverteilte Zufallsvariable mit Stichprobe xq, ..., x,,, dann ist. ..

o Der Mittelwertschitzer X = % 1’7:1 x; ein guter Schatzer fiir pu.
e Di irische Vari 2=_L5" -—7)2 ein guter Schitzer fiir o2
ie empirische Varianz s? = -2 > 7, (X; in gu z .

Guter Schatzer heiRt streng genommen, dass der Schatzer erwartungstreu und konsis-
tent ist.
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4.3 Beispiel Normalverteilte Daten

Beispiel Normalverteilte Daten

Falls Varianz bekannt = Konfidenzintervall:

Satz (Konfidenzintervall bei Normalverteilung, ;i unbekannt o2 bekannt).
Seien xq, ..., x, ~ N(u, 0), pn unbekannt und o bekannt. Dann ist fiir o ein 1 — a-KI

gegeben durch

— g _ o
X—2Z1q/2" %, X+ Zi_a/- %

Dabei bezeichnet z;_, > das (1 — «/2)-Quantil der Standardnormalverteilung.

Bemerkung: z;_,/> wird aus Tabellen (oder vom Rechner) ermittelt (Bspl. Handout).
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4.3 Beispiel Normalverteilte Daten

Beispiel Normalverteilte Daten

In unserem Beispiel: Es sei bekannt, dass o = 10 ist. Dann berechnet sich das 95%-KI

folgendermassen:

e X =141, ¢ = 10,
e n =10,
e a=5%,

® 71_o/> = 1.95996 (aus Tabelle).

Also KI = [7.902,20.298], d.h. mit 95%-iger Sicherheit, liegt die wahre aber unbe-
kannte Blutdruckreduktion zwischen 7.902 und 20.298.
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4.3 Beispiel Normalverteilte Daten

Beispiel Normalverteilte Daten

Satz (Konfidenzintervall bei Normalverteilung, y und o? unbekannt). Seien
X1, oy Xn ~ N(u,0?), u und o unbekannt. Dann ist fiir o ein (1 — «)-KI gegeben
durch

S

s
X—th 1102 —F= X+ti11a02"
' Vn ’ Vn

Dabei bezeichnet t,_11_a/>» das (1 — a/2)-Quantil der t,_,-Verteilung.
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4.3 Beispiel Normalverteilte Daten

Beispiel Normalverteilte Daten

Bemerkungen:

Je grésser das Sicherheitsniveau, desto 777 das K.

e Je grosser n, desto 777 das KiI.

Je grosser die Streuung o, desto 777 das KiI.

Erstrebenswert: Moglichst 777 KI.

Die Breite des Kl ist ein Mass fiir die Prazision des Schatzers

Bspl: Tafel
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4.3 Beispiel Normalverteilte Daten

Beispiel Normalverteilte Daten

Konsequenz:

Zur Bewertung eine Effekts (hier E(X)) ist die Angabe eines Schatzers (hier X) ohne

die Angabe eines Konfidenzintervalls wenig informativ!
Regulatorische Relevanz (in der Medizin):
Bemerkungen:
ICH (E9):
e ,Estimates of treatment effects should be accompanied by confidence intervals

wherever possible”

e ... need to provide statistical estimates of treatment effects together with con-
fidence intervals...”

Prof. Dr. C. Becker, Dr. F. Micol, Statistik, Wirtschaftsingenieurwesen, Sommer 2024 107



4.3 Beispiel Normalverteilte Daten

Beispiel Normalverteilte Daten

Auch fiir viele andere Situationen kann man Kl's berechnen:

e Daten normalverteilt und Varianz unbekannt

e Daten binomialverteilt (z.B. Therapieerfolg j/n)
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5.1 Problemstellung und Grundbegriffe

5. Statistische Tests

5.1. Problemstellung und Grundbegriffe

Beispiel (Fortsetzung): Studie zur Wirksamkeit einer Therapie (z.b. Beta-Blocker) bei
Bluthochdruck

Produzent (Pharma-Unternehmen) behauptet: ,Medikament wirkt!” Aber wie kann
man das ,beweisen”?

e Bekannt: Beobachtungen xi, ..., x;o (Blutdruckreduktion in 10 Probanden)

e Erinnerung: i = 14.1 = deutet auf erfolgreiche Blutdrucksenkung hin, aber ist
das sicher?

e Ziel: Wollen Aussage iiber (unbekanntes) = E(X) treffen! Aber wie?
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5.1 Problemstellung und Grundbegriffe

Problemstellung und Grundbegriffe
Ubersetzung in ein ,statistisches Entscheidungsproblem”.
o Ubersetzung der abzusichernden Aussage:

Hy: wu>0 (. Alternative”)

e Gegenteil von Aussage Hi:
Hy: <0 (,Nullhypothese™)

o~

e /i = x = 14.1 = Entscheidung fiir Hy oder H,?
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5.1 Problemstellung und Grundbegriffe

Problemstellung und Grundbegriffe

Statistischer Test: Daten — Entscheidung fiir Hy oder Hj.

Verfahren sollte

e transparent und reproduzierbar sein (Wissenschaftlichkeit!)

e moglichst wenig Fehler produzieren.
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5.1 Problemstellung und Grundbegriffe

Problemstellung und Grundbegriffe

Mogliche Konstellationen beim Testen:

Realitit
Testentscheidung Hy wahr Hy falsch
Hy abgelehnt Fehler 1. Art Entscheidung richtig
a-Fehler Power (1 — 5)
Ho beibehalten Entscheidung richtig Fehler 2. Art
Sensitivitdt (1 — «) B-Fehler

Fehler 1. und 2. Art kénnen nicht gleichzeitig kontrolliert werden, deshalb
wird immer der Fehler 1. Art kontrolliert. Das Signifikanzniveau entspricht einer
oberen Grenze fiir den Fehler 1. Art. Auch bei kontrolliertem Fehler 1. Art versucht
man mit moglichst hoher Power zu testen - dies erreicht man haufig durch einen

groReren Stichprobenumfang.
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5.1 Problemstellung und Grundbegriffe

Problemstellung und Grundbegriffe

Der Test entscheidet in zwei Situationen falsch:

1. Hp wird abgelehnt (verworfen), obwohl Hy wahr ist. Dies ist der Fehler 1. Art
oder auch a-Fehler, in Formel

Fehler 1. Art = P(Test lehnt Hy ab|Hp)

2. Hy wird nicht abgelehnt, obwohl Hy falsch ist. Dies ist der Fehler 2. Art oder
auch g-Fehler, in Formel

Fehler 2. Art = P(Test lehnt Hy nicht ab|H;)
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5.1 Problemstellung und Grundbegriffe

Problemstellung und Grundbegriffe
In unserem Beispiel (Ubung):

o Fehler 1. Art = 777

e Fehler 2. Art = 777

Wichtig: Bei statistischen Tests kann nur der Fehler 1. Art vom Anwender vorgegeben
(.kontrolliert”) werden, Uber den Fehler 2. Art wei man i.A. nichts!
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5.2 Ablauf eines statistischen Tests

5.2.

Ablauf eines statistischen Tests

Hypothesenformulierung: Aufstellen von Hy (Nullhypothese) und H; (Alternati-
ve). Ziel: Verwerfung von Hy! (Im Beispiel: Hy : p < 0 vs. Hy : p > 0)

Lege Signifikanzniveau « € (0, 1) fest. a: maximal tolerierbare W.keit fiir einen
Fehler 1.Art. Konvention: 5%.

Berechne aus Stichprobe xi, ..., x, den Wert der zugehdrigen Teststatistik bzw.

Priifgrésse T. (Im Beispiel: T = /nX = V1052 = 3.1626.)

Ermittle (Tabelle oder mit Software) kritischen Wert k, ab dessen Uber- bzw.
Unterschreiten Hy abgelehnt wird. (Im Beispiel: k, = t,-11-o = ... = 1.8331).

Testentscheidung: Lehne Hy ab, wenn T > k,. (Im Beispiel: T = 3.1626 und
k., = 1.8331 = Lehne Hy ab!)
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5.2 Ablauf eines statistischen Tests

Ablauf eines statistischen Tests

Anders formuliert: Aus einer Zufallsstichprobe X, ..., X,, lasst sich eine Teststatistik
T(Xi, ..., X,) ermitteln, deren Verteilung unter Hy bekannt ist. Der Ablehnungsbereich
A umfasst Werte fiir T, die wenn Hy gilt ("unter H{) sehr unwahrscheinlich sind, d.h.
P(T € AlHp) < «. Die Wahrscheinlichkeit « heilSt das Signifikanzniveau des Tests und
liegt Giblicherweise bei o = 0.05. Fillt das Testergebnis T in den Ablehnungsbereich,

so wird Hy zugunsten von H; abgelehnt. Ansonsten wird Hy beibehalten.
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5.3 Interpretation und Konsequenzen der Testentscheidung

5.3. Interpretation und Konsequenzen der Testentscheidung

Hoy wurde abgelehnt:

e Wenn H, abgelehnt wird, sprechen wir von einem signifikantem Testergebnis,
d.h. das Ergebnis ist nicht mehr nur durch den Zufall erklarbar.

Sprechweise, falls der Test H, ablehnt: Die Abweichung des Parameters
von Hy ist signifikant (statistisch gesichert) mit Wahrscheinlichkeit «.

e Genauer: Die W.keit, ein Ergebnis wie das realisierte (also T = 3.1626) unter
der Nullhypothese zu beobachten ist ,extrem” klein - d.h. kleiner als o (=5%).

e Ziel war Verwerfung von Hy = ,positives” Testergebnis.
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5.3 Interpretation und Konsequenzen der Testentscheidung

Interpretation und Konsequenzen der Testentscheidung

Der p-Wert:

e Oben: Nur Testentscheidung gegen Hp.
e Wie stark” ist die Evidenz gegen Hy?

o p-Wert: ,\W keit, dass der gefundene Wert der Test-Statistik (also T = 3.1626
- oder noch groRer) zustande kommt, wenn in Wirklichkeit die Nullhypothese
wahr ist.”

e Salopp: ,\W keit fiir einen Zufallsbefund.”
e Entscheidungsregel: Wenn p-Wert < a = Lehne Hy ab!

e Berechnung des p-Werts durch Statistikprogramme. In unserem Beispiel: p-Wert
= 0.005751.

Prof. Dr. C. Becker, Dr. F. Micol, Statistik, Wirtschaftsingenieurwesen, Sommer 2024 118



5.3 Interpretation und Konsequenzen der Testentscheidung

Interpretation und Konsequenzen der Testentscheidung

Fehler 2. Art und Power des Tests:

e Power = 1— Fehler 2. Art = P( Test lehnt Hy ab |H;)

e Power ist die W .keit, die richtige Entscheidung zu treffen, wenn die Alternative

wahr ist.
e Die Power hdngt i.A. ab von

— Stichprobenumfang n
— (unbekannte) Abweichung von der Nullhypothese

— (unbekannte) Variabilitdt der Grundgesamtheit (iiblicherweise Var(X) 0.3.)
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5.3 Interpretation und Konsequenzen der Testentscheidung

Interpretation und Konsequenzen der Testentscheidung
p-Wert < « besagt lediglich, ob statistisch signifikanter Effekt vorliegt.

e Keine Information tber die GroRe des Effekts (= Konfidenzintervall liefert das.)

e Keine Information {iber die praktische Relevanz des Effekts. Wenn die Stichprobe
sehr grol ist, werden selbst kleinste (praktisch bedeutungslose) Abweichungen

von Hy als signifikant deklariert.

Statistische Signifikanz # Praktische Relevanz.
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5.3 Interpretation und Konsequenzen der Testentscheidung

Interpretation und Konsequenzen der Testentscheidung

Interpretation eines nicht-signifikanten Testergebnisses:

e Nicht fur" Giiltigkeit von Hp, sondern eher im Sinne von: Die Indizien sind
nicht stark genug, um die Unschuldsvermutung (Hp) auszuschliessen. Es gibt

zwei mogliche Erklarungen:
e Hy ist wirklich wahr,

e Hy ist wirklich wahr, aber die Power des Tests ist zu niedrig.
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5.3 Interpretation und Konsequenzen der Testentscheidung

Interpretation und Konsequenzen der Testentscheidung

Software-Output (in R) fiir obiges Beispiel (,Einseitiger Einstichproben t-Test"):

> blutdruck.reduktion
(1] 19 7 26 25 -11 -8 23 30 14 16
> t.test(blutdruck.reduktion,alternativ="greater")

One Sample t-test

data: blutdruck.reduktion

t = 3.1626, df = 9, p-value = 0.005751

alternative hypothesis: true mean is greater than 0
95 percent confidence interval:

5.927386 Inf

sample estimates:

mean of x

14.1
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5.4 Ausblick: Einteilung von Tests

5.4. Ausblick: Einteilung von Tests

Fiir fast jede Situation gibt es (mindestens) einen Test. Auswahl des Testverfahrens

hangt von verschiedenen Faktoren ab:

a) Aufgabe des Tests:

i. Vergleich von Erwartungswerten (unser Beispiel)
ii. Vergleich von Varianzen
iii. Vergleich von Haufigkeiten (Ausfallw.keiten)

v, ...
b) Anzahl Stichproben, die in den Test eingehen:
i. Eine (unser Beispiel) (Einstichprobentest)

ii. Zwei (Zweistichprobentest)

iii. Mehr als zweli
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5.4 Ausblick: Einteilung von Tests

c) Sind Sichproben voneinander unabhangig (unverbunden) oder abhingig (verbun-
den)? Bspl. klinische Studie

d) Einseitige Fragestellung, z.B.
Hy: <0 VS. Hi:pn>0
oder zweiseitige Fragestellung

Ho:p=20 VS, Hy : p #0.

e) Parametrischer Test (geht von bestimmten Verteilungsannahmen aus) vs. nicht-
parametrischer (verteilungsfreier) Test
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5.4 Ausblick: Einteilung von Tests

Ausblick: Zweiseitiger Gaul}-Test

Dies ist ein Test fiir den Erwartungswert bei bekannter Varianz unter Normalver-
teilungsannahme. Wir testen den Wert von p eines Merkmals X ~ N(u,0?) bei
bekanntem o.

Ho = = po, Hi = # po.

Das Signifikanzniveau ist a.

Gegeben sind Beobachtungen xq, ..., x,.

Unter Hy gilt fiir die Teststatistik

T(x1, ..., Xn) = v/ ;”" ~ N(0.1)

Bestimme das 1 — %—Quantil der Standardnormalverteilung 712

Entscheidungsregel: Lehne Hy ab wenn | T(xq, ..., x,)| > 214
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5.4 Ausblick: Einteilung von Tests

Ausblick: t-Test

Der t-Test ist ein Test fiir den Erwartungswert j eines normalverteilten Merkmals
X ~ N(u, 02) bei unbekanntem o. Die Hypothesen sind

Ho : 1o = po, Hi = # pio-

Das Signifikanzniveau sei a.

e Ziehe eine Stichprobe vom Umfang n, berechne den Mittelwert X und die em-
pirische Standardardabweichung s.

e Bestimme das 1— 5-Quantil th-11-2 der t-Verteilung mit n—1 Freiheitsgraden.

o Berechne die Teststatistik

T(x1, ..., Xp) = \/ﬁ%

mit X = %27:1 x; und s = ,,il (X = (%))

e Wenn Hyp stimmt, gilt T(Xy, ..., X,) ~ t,_1. Lehne Hy daher ab wenn

|T(X1, ,Xn)| > tn—l,l—%-
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5.4 Ausblick: Einteilung von Tests
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5.4 Ausblick: Einteilung von Tests

h_da

HOCHSCHULE DARMSTADT
UNIVERSITY OF APPLIED SCIENCES

Prof. Dr. Christoph Becker

Fachbereich Mathematik und Naturwissenschaften
Hochschule Darmstadt

Haardtring 100

64295 Darmstadt

christoph.becker@h-da.de

Prof. Dr. C. Becker, Dr. F. Micol, Statistik, Wirtschaftsingenieurwesen, Sommer 2024 128



	Deskriptive Statistik
	Grundbegriffe
	Merkmalstypen
	Lagemaße
	Arithmetisches Mittel
	Median

	Streuungsmaße
	Grafische Darstellungen von Häufigkeiten
	Das Stabdiagramm
	Die empirische Verteilungsfunktion
	Das Histogramm
	Quantile
	Box-Plots

	How to make a bad graph

	Korrelation und Regression
	Beschreibung von Zusammenhängen
	Der Pearsonsche Korrelationskoeffizient
	Lineare Regression
	Interpretation von Korrelationen und Regression
	Lineare Regression: Erweiterungen

	Wahrscheinlichkeitsrechnung
	Zum Begriff der Wahrscheinlichkeit
	Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
	Bedingte Wahrscheinlichkeiten
	Satz von Bayes
	Visualisierung durch Wahrscheinlichkeitsbaum
	Zufallsvariablen
	Stetig vs. diskret

	Dichtefunktion
	Verteilungsfunktionen
	Erwartungswert
	Varianz
	Wichtige Verteilungen
	Binomialverteilung
	Normalverteilung


	Parameterschätzung und Konfidenzintervalle
	Einführung
	Allgemeine Definition
	Beispiel Normalverteilte Daten

	Statistische Tests
	Problemstellung und Grundbegriffe
	Ablauf eines statistischen Tests
	Interpretation und Konsequenzen der Testentscheidung
	Ausblick: Einteilung von Tests


