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Notationsverzeichnis

U

U

- C D> N

{a; b}
{x|..}
(a,b)
Ja, bl
[a, b]
(a, b]
[a, b)

lal

gleich

ungleich

nahezu gleich

wird definiert als

kleiner als

kleiner gleich

groRer als

groRer gleich

proportional zu bzw. dhnlich zu
Element von

nicht Element von

leere Menge, auch &

leere Menge, auch {}

echte Teilmenge von

unechte Teilmenge von

echte Obermenge von

unechte Obermenge von

nicht Teilmenge von
geschnitten mit

vereinigt mit

ohne

Menge mit den Elementen a und b
Menge aller x, fir die gilt
offenes Intervall, auch ]a, b[
offenes Intervall, auch (a, b)
abgeschlossenes Intervall
halboffenes Intervall, auch ]a, b]
halboffenes Intervall, auch [a, b[
kartesisches Produkt

Betrag von a

Wourzel aus a

Euler’sche Zahl e = 2,718281828
pi mit © ~ 3,14159265

unendlich

genau dann, wenn




daraus folgt

und

oder

wird abgebildet auf

verkettet mit

fur alle

es gibt

Summenzeichen als Abkirzung fir
Produktzeichen als Abkirzung fir x
beziehungsweise

Grundwert

Prozentsatz oder Zinssatz
Kostenfunktion

Anfangskapital

fixe Kosten

Endkapital

variable Kosten

Logarithmus zur Basis 10
natlrlicher Logarithmus zur Basis e
Logarithmus

Laufzeit

Menge der natirlichen Zahlen

Menge der natiirlichen Zahlen ohne 0
Elementarereignis

Ereignisraum

Prozentzahl

Preis

per annum

Wabhrscheinlichkeit von (...)

Menge der negativen rationalen Zahlen

Menge der rationalen Zahlen

Menge der rationalen Zahlen ohne die Zahl 0

Menge der positiven rationalen Zahlen

Menge der negativen reellen Zahlen

Menge der geordneten Paare reeller Zahlen

Menge der reellen Zahlen




Menge der reellen Zahlen ohne die Zahl 0

Menge der positiven reellen Zahlen

Umsatzfunktion

Prozentwert

Menge der ganzen Zahlen
Menge der negativen ganzen Zahlen
Menge der ganzen Zahlen ohne die Zahl 0

Menge der positiven ganzen Zahlen




Kurzbeschreibung und Lernziele

Im vorliegenden begleitenden Studientext Mathematik Schulwissen wird das fur das Studium relevante

Schulwissen aus der Mathematik wiederholt.

Angesprochen werden die Themenbereiche
e  Avrithmetik,
e Funktionen in einer Variablen,
e Grundlagen der Zinsrechnung,
e Grundlagen der Linearen Algebra,
e Grundziige der Analysis sowie

e  Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Lernziele
Der Studierende soll
e mit der Arithmetik vertraut sein,
e  Gleichungen und Ungleichungen umformen und
e Polynome ldsen kdnnen. Er soll die
e lineare sowie exponentielle Verzinsung verstehen und die
o  zeitliche Verteilung von Finanzmitteln beherrschen. Er soll mit
e Matrizen, Vektoren und linearen Gleichungssystemen umgehen und ein
e Lineares Programm grafisch l6sen kdnnen. Auf dem Gebiet der
o Differential- und Integralrechnung soll er sich ebenso auskennen wie in den
e Grundlagen der Mengenlehre sowie auf dem Gebiet der
e  Wabhrscheinlichkeitsrechnung inkl.

e Kombinatorik.

Literaturhinweise

Fischer, Gerd (2013): Lineare Algebra, Braunschweig.

Kemnitz, Arnfried (2013): Mathematik zum Studienbeginn, Braunschweig.

Opitz, Otto (2011): Mathematik, Miinchen.

Schwarze, Jochen (2010): Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler, Band 1-3, Berlin.
Tietze, Jurgen (2013): Einflhrung in die Finanzmathematik, Wiesbaden.

Wewel, Max C. (2010): Statistik im Bachelor-Studium der BWL und VWL, Hallbergmoos.




1 Arithmetik

Zusammenfassung
- von Kapitel 1 -

Wichtige Teilgebiete auf dem Gebiet der Arithmetik sind:
e Elementare mathematische Zeichen,
e  Zahlenmengen,
e Rechenoperatoren und Grundgesetze,
e  Termumformungen,
e Mittelwerte,
e Potenzen und Wurzeln,
e die Euler’sche Zahl,
e Logarithmen sowie

e  Summen- und Produktzeichen.

Lernziele (des Kapitels 1)
Der Studierende soll
e mit der Arithmetik vertraut sein und mit dem

e grundlegenden Handwerkszeug umgehen kénnen.

Literaturhinweise

Kemnitz, Arnfried (2013): Mathematik zum Studienbeginn, Braunschweig.

Opitz, Otto (2011): Mathematik, Minchen.

Schwarze, Jochen (2010): Mathematik flir Wirtschaftswissenschaftler, Band 1-3, Berlin.
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Elementare mathematische Zeichen

Als Basis fiir das Modul Mathematik Schulwissen sind in der folgenden Ubersicht ausgewéhlte mathema-

tische Zeichen und ihre Bedeutung kurz dargestellt.

#

~
~

IA

\Y

U

U

- C D> N

{a; b}
{x|..}
(a,b)
Ja, bl
[a, b]
(a, b]
[a, b)

al

Ja

gleich
ungleich

nahezu gleich
wird definiert als

kleiner als

kleiner gleich

groBer als

groRer gleich
proportional zu bzw. dhnlich zu
Element von

nicht Element von

leere Menge, auch &
leere Menge, auch {}
echte Teilmenge von
unechte Teilmenge von
echte Obermenge von
unechte Obermenge von
nicht Teilmenge von
geschnitten mit
vereinigt mit

ohne

Menge mit den Elementen a und b

Menge aller x, fur die gilt
offenes Intervall, auch Ja, b[
offenes Intervall, auch (a, b)
abgeschlossenes Intervall
halboffenes Intervall, auch ]a, b]
halboffenes Intervall, auch [a, b[
kartesisches Produkt

Betrag von a
Wurzel aus a

unendlich

pi mit © ~ 3,14159265
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e Euler’sche Zahl e ~ 2,718281828
= genau dann, wenn

= daraus folgt

A und

v oder

- wird abgebildet auf

° verkettet mit

v fur alle

es gibt
Summenzeichen als Abkurzung fur

Produktzeichen als Abkiirzung ftir

1.2 Zahlenmengen

In der Mathematik gibt es so genannte Standardmengen, welche die Zahlenvielfalt aufgrund ihrer Eigen-

schaften in bestimmte Gruppierungen einteilen. Im Folgenden werden diese kurz dargestellt.

Menge der natlrlichen Zahlen

Die Menge der natiirlichen Zahlen enthalt alle ganzen Zahlen gréRRer oder gleich Null. Fir die Bezeich-

nung wird das Symbol N verwendet.

N Menge der naturlichen Zahlen (friiher Ng):  {0; 1; 2; 3; ...}

*

N Menge der natlirlichen Zahlen ohne 0 (friher N): {1; 2; 3; ...}, auch N\ {0}

Menge der ganzen Zahlen

Die Menge der ganzen Zahlen enthalt sowohl alle positiven ganzen Zahlen (also die Menge N”) als auch

alle negativen ganzen Zahlen sowie die Zahl Null. Fur die Bezeichnung wird das Symbol Z verwendet.

Z Menge der ganzen Zahlen: {...;-2;-1;0;1;2; ..}

ya Menge der ganzen Zahlen ohne die Zahl 0:  {...; -2; -1; 1; 2; ...}, auch Z \ {0}
7" Menge der positiven ganzen Zahlen: {0; 1; 2; 3; ...}, auch N

ya Menge der negativen ganzen Zahlen: {...;-3;-2;-1; 0}, auch Z \ N"

Menge der rationalen Zahlen

Die Menge der rationalen Zahlen enthalt all diejenigen Zahlen, die sich als Bruch darstellen lassen. Fir

die Bezeichnung wird das Symbol Q verwendet.
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Q Menge der rationalen Zahlen: {5 | z,ne Z,n+0}
n

Q Menge der rationalen Zahlen ohne die Zahl 0: Q \ {0}

Q* Menge der positiven rationalen Zahlen:  {q|q>0und g € Q}
Q Menge der negativen rationalen Zahlen: {gq|q<0und g e Q}
Beispiel:

Die Zahlen 0,5 = % ; % ; =0,486486486...= 0,4?6 sind rationale Zahlen.

e

Menge der reellen Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen umfasst neben den rationalen Zahlen auch diejenigen Zahlen, die einen
unendlichen, nichtperiodischen Dezimalbruch darstellen. Diese unendlichen Zahlen werden auch als
irrationale Zahlen bezeichnet. Salopp formuliert besteht die Menge der reellen Zahlen also aus all denje-

nigen Zahlen, die sich endlich (rational) oder unendlich (irrational) als Kommazahl schreiben lassen. Fur

die Bezeichnung wird das Symbol R verwendet.

R Menge der reellen Zahlen: {x|x= limq,, q, € Q}
n—oo

R" Menge der reellen Zahlen ohne die Zahl 0: R\ {0}
R* Menge der positiven reellen Zahlen: {x |x>0und x € R}
R~ Menge der negativen reellen Zahlen: {x|x<0undx € R}

R x R Menge der geordneten Paare reeller Zahlen: {(x,y) |[x € Rundy € R}

Beispiel:
1) J2 ist eine reelle Zahl.
2) Die Zahl 0,23177564012... sei auf beliebig viele Stellen genau fortschreibbar (unendlich) und l&sst sich

nicht als Bruch darstellen. Somit gehort sie zu den reellen, aber nicht zu den rationalen Zahlen.

Zusammenhang der Mengen

Aus den Definitionen ist ersichtlich, dass die Menge der reellen Zahlen alle anderen Mengen umfasst.
Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass die Menge der natirlichen Zahlen eine Teilmenge der ganzen
Zahlen ist, diese wiederum eine Teilmenge der rationalen Zahlen und die rationalen Zahlen eine Teilmen-

ge der reellen Zahlen ist.

Mathematisch I&sst sich dieser Zusammenhang wie folgt darstellen:

12



Beispiel:

1) Die natirliche Zahl 2 z&hlt auch zu den ganzen, rationalen und reellen Zahlen.

NcZczQcR

2) Die Zahl —4 gehort sowohl zu den ganzen, den rationalen und den reellen Zahlen, aber nicht zu den

natrlichen Zahlen.

3) Die Zahl —1,34 gehort sowohl zu den rationalen als auch reellen Zahlen, aber nicht zu den nattrlichen

Zahlen und nicht zu den ganzen Zahlen.

4) Jede rationale Zahl ist eine reelle Zahl, denn Briiche sind auch als Kommazahlen darstellbar:

1.3 Grundgesetze

Grundrechenoperationen

Die elementaren Grundrechenarten der Mathematik sind die vier Rechenarten plus, minus, mal und geteilt

durch (+, —, -, +) . Das Ergebnis der Addition (+) wird mit Summe, das der Subtraktion (=) mit Diffe-

renz, das der Multiplikation (-) mit Produkt und das der Division (+) mit Division bezeichnet. Addition

und Subtraktion sind Rechenoperationen der 1. Ordnung, Multiplikation und Division Rechenoperationen

der 2. Ordnung. Das Rechenzeichen der Multiplikation wird bei Eindeutigkeit auch haufig weggelassen.

Zu den Grundrechenoperationen zéhlen zudem die Rechenarten der héheren 3. Ordnung, ndmlich Poten-

zierung, Radizierung und Logarithmierung. Die Ergebnisse dieser Rechenarten heillen Potenz, Wurzel

und Logarithmus. Die folgende Tabelle zeigt die Grundrechenoperationen in der Ubersicht:

Bezeichnung

Rechenoperation Ordnung Verkniupfung Ergebnis c
Addition 1. a+b=c a:' Summand Summe
b: Summand
. _ a: Minuend :
Subtraktion 1. a-b=c b: Subtrahend Differenz
o a: erster Faktor
s a-b=c (Multiplikand)
Multiplikation 2. bzw. ab — b: zweiter Faktor Produkt
(Multiplikator)
a: Dividend
Division 2. —=c,b=0 b: Divisor Division
Potenzierung 3 a’=c¢ a: Basis Potenz
' B b: Exponent
. b/o a: Radikand
Radizierung 3. b/a=c b: Exponent Wurzel
L _ a: Numerus .
Logarithmierung 3. log,a=c b: Basis Logarithmus

Tabelle 1.1 Grundrechenoperationen

13



Hierarchie der Rechenoperationen

Fur die Berechnung mathematischer Ausdriicke gibt es einige Regeln, die sich nach der Hierarchie der
Rechenoperationen richten:

1) Was in Klammern steht, ist stets zuerst zu berechnen.

2) Es gilt Punkt vor Strich, also Multiplikation bzw. Division vor Strich Addition bzw. Subtraktion.

3) Rechenoperationen hoherer Rangordnung haben stets Vorrang vor Operationen niederer Ordnung.

Beispiel:
1) 2+3-4=14 Es wird zuerst 3-4 berechnet (Punkt vor Strich) und dann 2 hinzugezahlt.

2) (2+3)-4=20 Es wird zuerst die Summe in Klammern berechnet und dann mit 4 multipliziert.

Gesetze
Fur alle (nicht notwendig verschiedene) Zahlen a, b und c gelten die folgenden Gesetze, die zur Berech-

nung von mathematischen Ausdriicken notwendig sind:

Gesetze Addition Multiplikation

Kommutativgesetze

(Vertauschungsgesetze): a+b=b+a a-b=b-a

Assoziativgesetze a+(b+c)=(a+b)+c a-(b-c)=(a-b)-c
(Verbindungsgesetze):

Distributivgesetz

a-(b+c)=a-b+a-c
(Verteilungsgesetz): (b=c) "

Neutrale Elemente 0 bzw. 1: a+0=0+a=a a-l=1-a=a

Multiplikation mit 0: - a-0=0-a=0

Tabelle 1.2 Rechengesetze

Fir die Multiplikation gilt weiter:

Werden zwei positive Zahlen miteinander multipliziert, so ist das Ergebnis wieder eine positive Zahl.
Werden zwei negative Zahlen miteinander multipliziert, so ist das Ergebnis eine positive Zahl (,,minus
mal minus ergibt plus®).

Werden eine negative und eine positive Zahl miteinander multipliziert, so ist das Ergebnis eine negative

Zahl (,,minus mal plus ergibt minus® bzw. ,,plus mal minus ergibt minus®).

Bruchrechnen
Ein mathematischer Ausdruck der Form % wird als Bruch bezeichnet, wobei fiir a und b sowohl Zahlen
als auch mathematische Ausdriicke eingesetzt werden kénnen. Per Definition darf nie durch die Zahl 0

dividiert werden, weshalb bei einem Bruch % stets b = 0 gelten muss. Der mathematische Ausdruck

14



oberhalb des Bruchstrichs wird Z&hler genannt, der Ausdruck unterhalb wird als Nenner bezeichnet. Bei

dem Bruch % ist also a der Zahler und b der Nenner.

=1.

Der Bruch b stellt den Kehrbruch zu % dar und es gilt
a

oo
o | o

Briche lassen sich erweitern (sowohl der Zahler als auch der Nenner werden dabei mit einem Wert k = 0

multipliziert) und kirzen (hierbei werden beide Ausdriicke durch einen Wert k = 0 dividiert).

Erweitern: % = ak Kurzen: % =

a: jeweils fiir k = 0
b-k

z—\cr|>~—\m

Ein Bruch wird durch einen Bruch dividiert, indem man ihn mit dem Kehrbruch multipliziert. Analog gilt

demnach fur die Multiplikation und Division von Briichen (jeweils Nenner = 0):

ad

a-c ac L a-d
== Division: T
b-c

£
d b-d bd

Kl
c bc

Multiplikation: %

o.\o|0'\m
oo

Briiche, die den gleichen Nenner haben, werden als gleichnamige Briiche bezeichnet. Briiche mit unter-

schiedlichen Nennern heifen ungleichnamige Briiche.

Bei gleichnamigen Briichen werden bei einer Addition (bzw. Subtraktion) die jeweiligen Zahler addiert

(bzw. subtrahiert) und der Nenner bleibt gleich.

Addition: a,c_a+c Subtraktion: 2-%_2-C€
b b b b b b

Fur die Addition bzw. Subtraktion von ungleichnamigen Briichen ist es erforderlich, diese zunéchst auf
einen gleichen Nenner zu bringen, um dann die Rechenoperation analog gleichnamiger Briiche durchfiih-

ren zu kénnen. Der Ausdruck b-d wird auch als Hauptnenner bezeichnet.

Addition / Subtraktion: a,c_ad, cb_adtbc_adihe
b d b-d d-b b-d bd
Beispiel:
1) Erweitern: 3 = 32 = 6
4 4.2 8
6
. 6 o 3
2) Kiirzen: — =< ==
) 8 8 4
2

15



3) Multiplikation: 2.1-21_2
53 5.3 15
6
4) Division: izﬁlzﬂ:“_zzé
2 52 52 1
=

5) Addition: S 2=

6) Addition: 1,3 14 35 14435 4+15 19
54 5.4 45 5.4 20 20

1.4 Termumformungen

Ein mathematischer Ausdruck, welcher aus Zahlen, Variablen und mathematischen Operationen besteht,
wird als Term bezeichnet. Um solche Ausdriicke berechnen zu kénnen, sind oftmals Vereinfachungen,
Umformungen oder Zerlegungen der Terme nétig. Fur haufig vorkommende Ausdriicke gibt es verschie-
denes Handwerkszeug, von welchen im Folgenden die so genannten binomischen Formeln und die Zerle-

gung in Faktoren vorgestellt werden.

Binomische Formeln

1. Binomische Formel:  (a+b)? =a® + 2ab+b?
2. Binomische Formel:  (a—b)? = a® —2ab+b?

3. Binomische Formel:  (a+b)(a—b) =a? —b?

Beispiel:
1) 1. Binom: 8- (3x +2) + 9x*

= 24X +16+9%? =16+ 24X+ 9x> = 4% +2-4-3x + (3X)* = (4+3x)?
2)2.Binom:  4x%y? —36xy +81 = (2xy —9)?

3) 3. Binom: (7+22)-(7—22) = 49— 47>

Faktorzerlegung

Ausklammern: ab+ac—ad =a-(b+c—d)
Linearfaktoren: x? —(a+b)x+ab = (x—a)(x—b)
Beispiel:

1) Der Term 30x + 15y — 3 Iasst sich in die beiden Faktoren 3 und (10x + 5y -1) zerlegen:
30x+15y-3=3-10x+3-5y—-1-3=3-(10x+5y-1)
2) Der Term 49z° — 35z + 6 lasst sich in die beiden Faktoren (7z — 2) und (7z — 3) zerlegen:
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497% —357+6 = (72)? =5-72+2-3=(72)2=(2+3)-72+2-3= (72— 2)(72-3)
1.5 Mittelwerte

Das arithmetische Mittel mehrerer Werte berechnet sich aus der Summe aller Werte geteilt durch die
Anzahl und wird auch als Durchschnitt bezeichnet. Das geometrische Mittel findet vor allem bei Wachs-
tumsraten Anwendung und berechnet sich aus der n-ten Wurzel des Produktes aller n Werte.
Arithmetisches Mittel
von 2 Zahlen: m, =

a+b
2

Cat..ta,

von n Zahlen: m,
n

Geometrisches Mittel

von 2 Zahlen:

my =+va-b
von n Zahlen: my =& -..-a,

1.6 Potenzen und Wurzeln

Potenz
Fiir die n-te Potenz von x wird x" definiert als X" = x-X-...-x = x- x"*

n-mal
Weiter gilt per Definition x*=x, x°=1, 0°=1.

Das Potenzieren ist damit lediglich eine abkirzende Schreibweise fur eine mehrmalige, hintereinander

ausgefuhrte Multiplikation derselben Zahl. Fur diese Rechenart ergeben sich wiederum einige Gesetze:

Monotoniegesetz

FirneZundx,y e Rgilt: 0<x<y = x"<y"

Potenzgesetze

Firm,n e Zund x,y € R\ {0} gilt:
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n -n
x" = %n bzw. x" =in (lj =(1]
X x" Ly X

Waurzel

Das Wurzelziehen ist die Umkehrung zur Rechenart Potenzieren. Per Definition ist firn € N" und x > 0

die n-te Wurzel aus x die eindeutig bestimmte, nicht-negative reelle Zahl, deren n-te Potenz X ist:

y=tx o y"=x

Ist n = 2, so spricht man von der Quadratwurzel und schreibt auch N

Hier gilt (\/;)2 =X.
Analog der Gesetze bei Potenzen ergeben sich die folgenden Gesetze fur Wurzeln:

Monotoniegesetz

FirneZundx,y e Rgilt: 0<x<y = Q/;<W

Wurzelgesetze

Firm,n,k e N'und x, y € R* gilt:

m n
‘/;:m\”/x”’m furx =0 ﬂzri/z firy=0
U By Vy

n

Weitere Gesetze

Firne N, n>2und x € R* gilt:

1 R

xn =x XN=—
T
X

m m

X" =yx" x =2
nXm
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Beispiel:

1) 28.32.2070.33 208,071, 32.33 _ 931,923 _ 92 .31 _4
4 4 4
2) 2 .4 .34, 1 = 2.2.3.1 =24 _-16
3 2 3 2
4x°y’z' 1X6—5y7—8212—13 _ X
12x5213‘y8 3 3yz
A 8lm?n® 6Ga’ht 81n°6a’ . 9.9.3.2.a°n® 6

15a2b°  27(mn)®  15a%b3m227mn’b  3.5.3.9-.a%b*m°n® 5b*m°

-

5) X% =x2 =/x =/x
2
51

O =y

7) {4x2 —12xy +9y? = |/(2x —3y)? =|2x-3y]|

8) 81x* _ [9x* _ 3x
Wy VY
2 11
9) J \,y X5 =y X20 _y4X10

10 249y _ (25x— 49Y)(5VX -T4ly) _ (25x-49y)(5Vx -7 \fy) _ SR -705)

5Vx+7y  GVx+7y)EVx - 7\fy) (25x — 49y)
Py Wy Vx

1.7 Euler’sche Zahl

Eine Funktion der Form f(x) = a* hei8t Exponentialfunktion, da die betrachtete GréRe im Zeitverlauf
um einen festen Faktor wachst (oder fallt). Diese Art von Funktionen spielen in den Wirtschaftswissen-
schaften eine bedeutende Rolle: wirtschaftliches Wachstum, finanzmathematische VVorgénge, statistische
Betrachtungen, Bevdlkerungswachstum aber auch physikalische Vorgange wie radioaktiver Zerfall oder
biologische Vorgénge kénnen damit beschrieben werden.

Als wichtigste Basis einer Exponentialfunktion hat sich dabei nicht etwa die Zahl 2 (Computer) oder 10

(Dezimalsystem) erwiesen, sondern eine irrationale Zahl etwas grofer als 2,718, die sogenannte

Euler¢sche Zahl
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Die zu dieser Basis e gehtrende Exponentialfunktion heif3t

naturliche Exponentialfunktion

Der grafische Verlauf der beiden Funktionen und sind in der folgenden Grafik dargestellt.

e
T T T o T T T

-1,5 -1 -0,5 o 0.5 1 15

Abbildung 1.1 Die nattrrliche Exponentialfunktion

1.8  Logarithmen

Als Logarithmus log , x definiert man die eindeutig bestimmte reelle Zahl, mit der man die Basis b poten-

zieren muss, um x zu erhalten:

y=log,x < bY=x

Per Definition gilt weiter:

blo% X — x log,b=1 log,1=0 log, (b") =n

Fur log 1o X schreibt man auch Ig x, fir log . X auch In x (natlrlicher Logarithmus) und es gilt:

el = x Ine=1 In1=0 In(e")=n

Auch fur diese Rechenart ergeben sich einige Gesetze:

Monotoniegesetz
Furx,y e R*, b e R\ {1} gilt:

0<x<y = log,x<log,y fallshbh>1
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log,x>log,y fallsb<1

Logarithmengesetze

Firx,y e R',re R, b e R\ {1} gilt:

X
logy, (x- y) =logy, X +logy, y |09b(y) =log, x—log, y
log, (x") =r - logy, x log,, Vx :l-logbx
n
X y
log, — = —log, =
Ob y Ob X

Beispiel:

1) logg 64 = logg(8?) = 2

2) Iog63—16 = logg1—log 36 = logs1—logg (6%) = loggl—-2=0—-2 = -2

oder logg 3_16 = —logg 36 = —loge (6°) = -2

-1 2
3) log, 25+ log, 64 = log, (5%) + log, (4%) = Iogl[éj +3= —Ioglg) +3=-2+3=1
5 5 5 5

1.9 Summenzeichen und Produktzeichen

Fur Summen, die sich aus mehreren Argumenten zusammensetzen, ist es Ublich, eine abklrzende Notati-
on zu verwenden. Gewohnlich wird hierfiir der griechische Buchstabe Y (Sigma) als Symbol verwendet

und die Summe folgendermafen notiert:

Dabei ist i ein beliebiger Buchstabe und wird als Summationsindex oder auch Laufindex bezeichnet,
welcher nacheinander schrittweise die angegebenen Zahlen von unterhalb bis oberhalb des Summenzei-
chens durchlduft. Das bedeutet der Index i beginnt bei 1 und der Term nach dem Summenzeichen wird
mit diesem Index durchgefiihrt, in diesem Fall x;. Dann wird ein Summenzeichen gesetzt (+), der Index
um 1 auf 2 erhéht und wiederum der Term nach dem Summenzeichen mit dem erhéhten Index 2 durchge-
fiihrt, also x,. Dies geschieht solange, bis der Endwert, der oberhalb des Summenzeichens angegeben ist,

erreicht wird, in diesem Fall i=n, also x,. Somit ist obige Notation die Abkiirzung fir:
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Beispiel:

Berechnen Sie die Summen und und

Das Summenzeichen findet in den Wirtschaftswissenschaften sehr haufig Anwendung, so z.B. beim
arithmetischen Mittel, bei der Kapitalwertmethode, bei Preisindizes, in der Rentenrechnung oder ganz

allgemein bei der Betrachtung von Reihen.

Analog gibt es flr die Multiplikation von mehreren Termen das sogenannte Produktzeichen, symbolisiert

durch ein grofes Pi:

Beispiel:

Berechnen Sie die Produkte und
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2 Funktionen in einer Variablen

Zusammenfassung
- von Kapitel 2 -

Wichtige Teilgebiete im Umgang mit Funktionen in einer Variablen sind:
e Aquivalenzumformungen von Gleichungen und Ungleichungen sowie

e Polynome n-ten Grades.

Lernziele

Der Studierende soll
e Gleichungen und
e Ungleichungen umformen,
e Lineare Gleichungen,

e Quadratische Gleichungen sowie

e Polynome hoheren Grades unter bestimmten Voraussetzungen durch Polynomdivision ldsen

kénnen.

Literaturhinweise

Kemnitz, Arnfried (2013): Mathematik zum Studienbeginn, Braunschweig.

Opitz, Otto (2011): Mathematik, Munchen.

Schwarze, Jochen (2010): Mathematik fur Wirtschaftswissenschaftler, Band 1-3, Berlin.
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2.1 Aquivalenzumformungen von Gleichungen

Sind zwei Terme gleichwertig, so spricht man von einer Gleichung und schreibt T, = T,. Werden auf
beiden Seiten der Gleichung dieselben zulassigen Rechenoperationen durchgefihrt, so handelt es sich um
Aquivalenzumformungen. Fiir diese aquivalenten, also gleichwertigen Umformungen gibt es einige
Grundregeln:

Addition / Subtraktion einer Zahl a:

Multiplikation mit einer Zahl a = 0:
T,=T, |-a

Division durch eine Zahl a = 0:

T=T, |:a
T1 _ T2
a a

Als lineare Gleichung wird eine algebraische Gleichung bezeichnet, bei welcher die Variable x in keiner

héheren als der 1. Potenz vorkommt. Die allgemeine Form der linearen Gleichung ist demnach:

Allgemeine lineare Gleichung: fira,be Runda=0
Durch Aquivalenzumformungen lésst sich jede lineare Gleichung in folgende Normalform tberfiihren:

Normalform der linearen Gleichung: - fira,be Runda=0

Lost man diese Gleichung nach x auf, so erhalt man fur die Lésungsmenge einer linearen Gleichung den

Wert —E.
a
Beispiel:
1)5x-7 = 8 | +7
5x =15 |:5
X = 3
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2) 3x+10 =18-x | -10+X

4x =8 L4

1 2 1

3) —=—-—— | - (x+2)-x-(x—1)  [Hauptnenner]

X+2 X x-1
X(x—=1) =2(x+2)(x-1) — (x+2)x

X2 — X = 2x% = 2X + 4X — 4 — X — 2X
X—x=x*-4 ‘—xz

—-x=-4 |- (=D

2.2 Aquivalenzumformungen von Ungleichungen

Gehorchen zwei Terme einer der Relationen ,,grofler als* (>) oder ,kleiner als“ (<), so spricht man von

einer Ungleichung und schreibt T, > T, bzw. T; < T,. Ist zusétzlich die Gleichheit der beiden Terme er-

laubt, so verwendet man die beiden Relationen ,,gréBer oder gleich® (=) bzw. , kleiner oder gleich® (<).

Analog der Grundregeln bei Gleichungen kdnnen auch bei Ungleichungen Aquivalenzumformungen

durchgefihrt werden. Allerdings ergeben sich hier fur die Multiplikation bzw. Division mit negativen

Zahlen folgende Sonderfélle:

Multiplikation mit einer Zahl a > 0:

T,<T, |-a T>T,

T,-a<T,-a T-a>T,-a

Multiplikation mit einer Zahl a < 0:
T,<T, |-a T >T,

-a

-a

D.h. bei Multiplikation mit einer negativen Zahl dreht sich das Ungleichheitszeichen um.

Division durch eine Zahl a > 0:

T, <T, |:a T>T,
L T L. T
a a a a

Division durch eine Zahl a < 0:
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T, <T, a T,>T, a

L.T L T
a a a a

D.h. bei Division durch eine negative Zahl dreht sich das Ungleichheitszeichen um.

Merke:
Bei Multiplikation mit oder Division durch eine negative Zahl dreht sich das Ungleichheitszeichen um!

Als lineare Ungleichung wird eine algebraische Ungleichung bezeichnet, bei welcher die Variable x in
keiner hoheren als der 1. Potenz vorkommt. Jede lineare Ungleichung kann durch dquivalente Umfor-

mungen in die allgemeine lineare Form tberfuhrt werden:

Allgemeine lineare Ungleichung fiira, b € R und a = 0:
ax+b<0 bzw. ax+b>0

ax+b<0 bzw. ax+b=>0

Im Gegensatz zu den Losungsmengen von Gleichungen besteht die Losungsmenge von Ungleichungen
haufig nicht nur aus wenigen Zahlen, sondern aus Intervallen, die sich aufgrund verschiedener Fallunter-
scheidungen ergeben. Diese Fallunterscheidungen werden nétig, wenn man Aquivalenzumformungen mit
unbekannten Parametern durchfuhrt und bei Multiplikation bzw. Division unterscheiden muss, ob es sich

um positive oder negative Parameter handelt.

Demnach ergeben sich fiir die oben dargestellten allgemeinen linearen Ungleichungen nach Subtraktion

von b und Division durch a folgende Lésungsmengen fur x:

1. Fall fira> 0:
b b b b
X<—— also xe|—o0; —— bzw. X>—— also xe| ——;o
a a a a
b b b b
X<—— also xe| —o0; —— bzw. Xx>—— also xe| ——; o
a a a a
2. Fall fira<o0:
b b b b
X>—— also xe| ——;o bzw. X<—— also xe|—o0; ——
a a a a
xz-E also X€|:—E;OOJ bzw. XS—E also XG[—oo;—E}
a a a a
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Zudem gelten die folgenden Beziehungen:

a-b>0 = a>0,b>0 oder a<0,b<0

a-b<0 = a>0,b<0 oder a<0b>0

Beispiel:

1) 6x+2>—4 | -2
6x>-6  |:6

Xx>-1 also x € (-1; )
1
2) —5x+1322 | -13

1
—Ix>-11 |-(-2
5 |-(-2)

X <22 also x e (-0; 22]

x—5>0

3 >
) X+2
Da nicht durch 0 geteilt werden darf gilt x + 2 =0, d.h. x = -2.

X-5
>
X+2

1. Fal: (x+2)>0, dh. x>-2

0 |- (x+2)

x-5>0 | +5
X=5
Also gilt fur x aus der Fallunterscheidung x > —2 und aus dem Ergebnis der Ungleichung x > 5.
D.h. als Lésungsmenge L, ergibt sich: L; = (=2; o) N [5; ©) = [5; ©)
2.Fall: (x+2)<0, dh.x<-2
x-5<0 | +5
X<5
Also gilt fur x aus der Fallunterscheidung x < —2 und aus dem Ergebnis der Ungleichung x <5.
D.h. als Lésungsmenge L, ergibt sich: L, = (—0; —2) N (—o0; 5] = (—0; —2)

Insgesamt ergibt sich demnach fiir die Losungsmenge L = L; U L, = (—o0; —2) U [5; w0) = R\ [-2; 5)
2.3 Lineare Funktionen
Wird die allgemeine Form der linearen Gleichung als Funktion Yy = ax+b interpretiert und in ein Koor-

dinatensystem (= Achsenkreuz) Ubertragen, so stellt a die Steigung der Geraden und b den Schnittpunkt
der Geraden mit der y-Achse dar.
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Abbildung 2.1 Lineare Funktion

Ist dabei a > 0, so steigt die Funktion mit zunehmenden Werten fir x an, bei a < 0 handelt es sich um eine
fallende Funktion.

Die x-Achse wird haufig auch als Abszisse bezeichnet, die y-Achse als Ordinate.

Ist lediglich die Steigung a einer linearen Funktion bekannt und ein Punkt mit den Koordinaten (X1; Y1)

gegeben, so lasst sich die Funktionsgleichung y=a-x+b Uber die so genannte Punktsteigungsform

berechnen, indem man diese nach y auflost:

Punktsteigungsform: a=—— fur x # X

Sind lediglich die Koordinaten zweier Punkte P(xy; y1) und Q(X, ) einer linearen Funktion gegeben, so
lasst sich die Funktionsgleichung tiber die Zweipunkteform ermitteln, indem man diese nach y auflost:

Ya=Y1 _N—Y
Xo—% X —X

Zweipunkteform: fur X, # X, % # X

Beispiel:

In einem kleinen gallischen Dorf produziert Obelix Hinkelsteine. Die Produktion von 100 Hinkelsteinen
kostet ihn 1.300 Sesterzen, die Produktion von 10 Hinkelsteinen 220 Sesterzen. Wie lautet die Kosten-
funktion fur die Produktion von Hinkelsteinen?

Gegeben: x; = 100, y; = 1.300, x, = 10, y, = 220

Gesucht: a, b, y=ax+b

Einsetzen in die Zweipunkteform ergibt:
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Yo=YV _%1—Y 220-1.300 1.300-y -1.080 1.300-y 122 1.300-y

& = <
Xo =X X —X 10-100 100 —x -90 100 - x 100 —x
<12-(100-x) =1.300—y < y =1.300—12- (100 - X) < y =1.300-1.200 +12x =12x +100

Die Kostenfunktion lautet y =12x+100 .

2.4  Quadratische Gleichungen

Als quadratische Gleichung wird eine algebraische Gleichung bezeichnet, bei welcher die Variable x in

keiner hoheren als der 2. Potenz vorkommt. Die allgemeine Form der quadratischen Gleichung lautet:

Allgemeine Form: fira,be R,a=0

Als Losungsmenge fir diese Gleichung ergibt sich L = {X;; X} mit

_b++b? - 4dac

Ldsung: X/ =
g 1/2 °a

Umgangssprachlich wird dieser Losungsterm auch als ,,Mitternachtsformel* bezeichnet.

Der Wert der Diskriminanten D (= Term unter der Wurzel, also D = b? — 4ac) bestimmt die Anzahl der

reellen Losungen der quadratischen Gleichung. Ist D > 0 so hat die quadratische Gleichung zwei reelle

Losungen L = {Xy; x»}, fur D = 0 besitzt die Gleichung nur eine reelle Lésung L = {x;} (denn die beiden

Ldsungen fallen zusammen: x; = Xp) und fur D < 0 gibt es keine reelle Losung L = {}.

Beispiel:
1) Losen Sie die folgenden Gleichungen und bestimmen Sie die Losungsmenge L.:
a) 2x2—3x =27
2x>—3x—27=0 also a=2 b=-3 c¢c=-27
_ —(-3)+(-3)°—4-2.(-27) 3+,/9-(216) 3+.225 3+15
12 2.2 4 4 4
3+15 18 9
Xl = = —=—
4 4 2
4 4
L = {_31 455}

b) x* —22x? —15 = 7x* —115
x* —29x? +100=0
Substitution mit x> = u liefert

u2-29u+100=0 mit a=1 b=-29 c=100
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_ —(-29)+/(-29)> —4-1-100 29++/841-400 29+21

u - =
12 2.1 2 2

u = 29+21 25

2
U, = 29-21 _ 4

2
Aufgrund der Substitution gilt x? = u und damit:
Xl/2 = ‘\/E = i5
X3/4 = \/Z = i2
L={-5;-2;2;5}

X 5 3

C) —+—=——

x-3 X x-3
Da nicht durch 0 geteilt werden darf, muss x — 3 = 0 und x = 0 gelten,
d.h. der Definitionsbereich lautet D = R \ {0; 3}.
X-X+5-(X—3) =3x
x% +5x—15 = 3x

X% +2x—-15=0

—2+ [4—4.1.(-15) -2+y64 -2+8
g

2.1 N 2

X2 =

-2+8
X = =

1 =— =3

L={-5},denn3 ¢ D

2) Wie ist die reelle Zahl a zu wahlen, damit die Gleichung x* + 4x + a = 0 zwei verschiedene / genau
eine / keine reelle(n) Nullstelle(n) besitzt?

Die Anzahl der Nullstellen wird von der Diskriminanten D bestimmt:
D=b’-4ac=4°-4-1.a=16-4a

Zwei Losungen: D > 0 und damit 16 — 4a > 0, nach a aufldsen ergibta < 4

Eine Lésung: D = 0 und damit 16 — 4a = 0, nach a auflésen ergibt a = 4

Keine Losung: D < 0 und damit 16 — 4a < 0, nach a auflésen ergibt a > 4
Zerlegung in Linearfaktoren

Sind x, und x, die Lésungen der quadratischen Gleichung ax® + bx + ¢ = 0, a = 0, so lasst sich dieser

Term in folgende Linearfaktoren zerlegen:

Produktform: ax® +bx+c=a-(x—x;)- (X—X,) fura,be R,a=0
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Diese Form heif3t auch Produktform der quadratischen Gleichung. Da ein Produkt genau dann 0 ergibt,
wenn mindestens einer der Faktoren 0 ist, sind bei dieser Darstellung die Nullstellen x; bzw. x, direkt aus
dem Term ablesbar.

Teilt man die allgemeine Form der quadratischen Gleichung durch a, so erhdlt man die Normalform (oder

auch normierte Form) der quadratischen Gleichung und schreibt fur b = p und fur c_ qg.
a a

Normierte Form: X2+ px+q=0 firp,ge R
Als Losungsmenge fir diese Gleichung ergibt sich L = {xy; x,} mit

2
Ldsung: X2 =—§J_r]/p7—q

Die Anzahl der L&sungen ergibt sich wiederum aus dem Wert der Diskriminanten:

2

D= pT_q >0 2 Losungen L ={xs; X2}
p2

D= = 0 1 (doppelte) Losung L = {x;} = {x,}
p2

D:T_q<o keine Losung L = {}

Und auch die Produktform ergibt sich aufgrund der Zerlegung in Linearfaktoren als

Produktform: X2+ px+0=(X=x) (X—%) firp,qe R

Hierbei sind wiederum x; und x, die Nullstellen der quadratischen Gleichung und lassen sich direkt aus

dem Term ablesen.

Satz von Vieta
Sind x; und x, die Lésungselemente der quadratischen Gleichung x* + px + q = 0 fiir p, g € R so gilt:

X +X=—p und X X =0

Der Satz von Vieta ist nur auf die Normalform einer quadratischen Gleichung anwendbar und erméglicht
es, einfache quadratische Terme sehr ziigig in Linearfaktoren zu zerlegen, um daraus die L&sungen fiir die
Gleichung abzulesen.
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Beispiel:

1) Bestimmen Sie die L6sungen fiir 2x* — 6x = 0 mittels Zerlegung in Linearfaktoren.
2x% —6X = 2X- (x—3)

Ein Produkt ergibt 0, wenn mind. einer der Faktoren gleich 0 ist. Also:

2x=0 oder x—3=0 unddamitx; =0 und x,=3

L={0; 3}

2) Bestimmen Sie die Losungsmenge von x*> —7x+10=0

p=-7 und g = 10, Einsetzen ergibt:

—7 a9 7 3
X1y = —— /——10:—1—
12 2 4 272

X2:2
L={2;5}

Selbstversténdlich erhalten Sie dieselbe Losungsmenge ber die Mitternachtsformel.

3) Wie lautet die quadratische Gleichung, wenn ihre Nullstellen bei x; = 1 und x, = -2 liegen?

Einsetzen der Losungen als Linearfaktoren: (X —1)(X+2) =X? +2X—X—2=Xx>+Xx—2

25  Polynome

Algebra beschéftigt sich mit dem Ldésen von Gleichungen und Ungleichungen, die lediglich elementare
Operationen enthalten. Die allgemeine Form einer algebraischen Gleichung lautet:

a X" +a, X"t rax’ +ax+a,=0
Die Zahlen a,, an.1, ..., a1, @ Stehen fur beliebige reelle (oder komplexe) Zahlen und heiflen Koeffizienten.
Ist X" die hochste auftretende Potenz der Variablen x, so spricht man von einer Gleichung vom Grad n.
Eine algebraische Gleichung vom Grad 1 wird als lineare Gleichung, eine vom Grad 2 als quadratische

Gleichung und eine Gleichung vom Grad 3 als kubische Gleichung bezeichnet.

Polynom n-ten Grades

Seine N,a e Rflrl<i<nunda,=0.Als Polynom n-ten Grades wird dann der folgende Ausdruck
bezeichnet:

Polynom n-ten Grades: Py (X) = agx" + 8, X" .+ Xt + ag X + g
Die Lésungen der zugehdérigen Gleichung P,(x) = 0 heiRen Nullstellen des Polynoms P(x).
Polynomdivision

Ist x; eine Nullstelle des gegebenen Polynoms P,(x), so kann P,(x) mittels Polynomdivision (oder auch

Partialdivision) ohne Rest durch (x — x;) geteilt werden. Man erhdlt dann P (X) = (X — X1) Pn.1(X).
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Hat ein Polynom P,(x) nur ganzzahlige Koeffizienten a; (i = 1, ..., n) so ist jede denkbare ganzzahlige
Nullstelle x; ein Teiler von a.

Die Division zweier Polynome verlauft analog dem schriftlichen Dividieren von Dezimalzahlen. Dabei
wird zuerst die hochste Potenz von x des Dividenden (der Ausdruck, der geteilt werden soll) durch die

héchste Potenz von x des Divisors (der Ausdruck, durch welchen geteilt wird) geteilt.

Beispiel:

1) Berechnen Sie (x*+4x2+x—6): (x—1) mit Hilfe der Polynomdivision und bestimmen Sie die Lo-

sungsmenge von x° +4x% +x—6 .

Also ist der Ausdruck (x3+4x?+x—6) der Dividend und der Ausdruck (x—1) der Divisor. Man teilt
demnach x® durch x und erhélt x?, welches man hinter das Gleichheitszeichen schreibt. Daraufhin multi-
pliziert man den Divisor mit dem so berechneten Wert x? und zieht den Ausdruck vom Dividenden ab.
Dieses Verfahren wird dann so lange wiederholt, bis jeder Teil des Polynoms durch den Divisor geteilt

wurde:

OC+4x2+ X —6):(x—1)=x*+5x+6

(¢ = x2)
5%+ X
—(5x* —5x)
— ox -6
—(6x —6)
0
Also gilt:

X3 +4x% + x—6 = (x—1)(x* +5x + 6)

Damit gilt x—1=0 oder x* +5x+6=0.
Aus x—1=0 folgt x; = 1.

Aus x* +5x+6 =0 folgt mit Hilfe der Formel fiir quadratische Gleichungen

-5++425-24 -5%+1

Xy/3 = = also x, =—2 und x3=-3
2/3 2 2 2 3

L={3;-2;1}

2) Bestimmen Sie die reellen Nullstellen von Ry(x) = x° +3x* +5x +11x* — 20 .

Bei Bedarf kann das Polynom um die fehlenden Potenzen ergénzt werden, in diesem Fall um 0x:

Py (x) = x° +3x* +5x% +11x2 + 0x — 20

Das Polynom hat nur ganzzahlige Koeffizienten, weshalb jede ganzzahlige Nullstelle x; ein Teiler von

ap = —20 ist. Es kommen also héchstens folgende ganzzahligen Teiler in Betracht:
1;-1; 2;-2; 4; -4, 5; -5; 10; —10; 20; —20;
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Durch Einsetzen der Teiler in das Polynom stellt man fest, dass x; = 1 und x, = -2 Lésungselemente sind.
Daher ist P5(x) ohne Rest durch (x — 1)(x +2) teilbar.

(X=D(x+2) = x> +x—-2
Also kann man folgende Polynomdivision durchfiihren;
(¢ +3x* +5x3 +11x% — 20) : (X2 + x—2) = x> + 2x® +5x+10

-0+ x=2x%)

2 x4 +7x3 +11¢2

—(2 x*+2x3 - 4x?)

5x° +15x2

— (5x% +5x% —10x)

10x% +10x—20
—(10x? +10x — 20)

0
Demnach ist Ps(x) = (* + 2x% + 5x + 10) (x — 1) (x + 2)
Nun werden analog Ps(x) fiir P5(x) = x® + 2x? + 5x + 10 die Nullstellen bestimmt:
Denkbare ganzzahlige Lésungselemente sind die ganzzahligen Teiler von 10 und damit 1; -1; 2; -2; 5; —
5; 10; -10; die Probe liefert als Losungselement x5 = —2, also X3 = X,.

Die Polynomdivision liefert:
O3 +2x2 +5x+10) : (x+2) = x* +5
— (3 +2x?)
0 +5x+10
—(5x+10)
0
Also ist P3(x) = (x + 2) (x* + 5).
x? + 5 = 0 hat jedoch keine reelle Lésung, weshalb sich das Polynom Ps(x) schreiben I4sst als:
Ps(x) = (x— 1) (x +2) (x + 2) (X + 5)

Hieraus ergibt sich als Lésungsmenge fir die reellen Nullstellen L = {-2; 1}
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3 Grundlagen der Zinsrechnung

Zusammenfassung
- von Kapitel 3 -

Wichtige Teilgebiete der grundlegenden Zinsrechnung sind:
e  Prozentrechnung,
e Lineare Zinsrechnung,
e Exponentielle Zinsrechnung sowie das

e Aquivalenzprinzip.

Lernziele
Der Studierende soll
e Prozentrechnung anwenden kdnnen, die
o lineare sowie exponentielle Verzinsung verstehen und die

e zeitliche Verteilung von Finanzmitteln und damit das Aquivalenzprinzip beherrschen.

Literaturhinweise

Tietze, Jurgen (2013): Einflhrung in die Finanzmathematik, Wiesbaden.
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3.1  Prozentrechnung

Die Prozentrechnung ist mathematisch gesehen ein Teilgebiet der Bruchrechnung, bei welcher man sich
fiir den Bruchteil eines bestimmten Wertes interessiert. Der Zahlenwert, von dem der Bruchteil genom-
men wird, heiBt Grundwert G und der Anteil, der als Ergebnis interessiert, heilt Prozentwert W. Der

Bruchteil an sich wird durch die Prozentzahl p beschrieben.

Fir die Prozentzahl p wird h&ufig auch der Prozentsatz i = P Verwendet und man schreibt i = p%.

Es gelten die folgenden grundlegenden Beziehungen:

Prozentwert W: W=G P G-i

100
Grundwert G: G=W @ = ﬂ
p i
Prozentzahl p: p= % .100
Prozentsatz i: i= ﬂ
G
Beispiel:

Eine Universitat hat 2300 Studierende, wovon aufgrund der vielen naturwissenschaftlichen Studiengange
78% mannlich sind. Wie viele Studentinnen sind an dieser Universitat?

G =2300,p=78,d.h.i=0,78

W =2300-0,78 =1794 mannliche Studierende

2300 — 1794 =506 weibliche Studierende

Es gibt 506 Studentinnen an dieser Universitéat.

3.2 Grundbegriffe der Zinsrechnung

Im Bankwesen sind zwei Arten von Zinsen zu unterscheiden: Sollzinsen und Habenzinsen. Unter Sollzin-
sen versteht man den Preis, den ein Schuldner fiir das Ausleihen von Kapital bezahlen muss, Habenzinsen
bezeichnen den Preis, den ein Glaubiger fiir die leihweise Uberlassung von Sparkapital erhalt. Die Hohe
der Zinsen ist dabei grundséatzlich vertraglich zu vereinbaren. Da es sich je nach Betrachtungswinkel um
Soll- bzw. Habenzinsen handelt und sich dies nicht auf die Art der Berechnung auswirkt, wird im Folgen-

den der allgemeine Begriff der Zinsen verwendet.

36



Bei der Zinsrechnung geht es hauptsachlich um die folgenden GrundgréfRen: das Anfangskapital, die

Laufzeit, den Zinssatz, den absoluten Zinsbetrag sowie das Endkapital.

Grundbegriff Symbol | MaReinheit

Wiéhrungseinheiten

Anfangskapital Ko | 2B. Euro [€], US-Dollar [USS].

Zeiteinheiten

Lautzeit n meistens in Jahren, evtl. auch kiirzere Zeitintervalle.
Zinssatz i Prozent
i =p% = p/100 mit p = ZinsfuB.
) Wahrungseinheiten
Zinsbetrag z 2.B. Euro [€], US-Dollar [US$].
Endkapital K, Wahrungseinheiten

z.B. Euro [€], US-Dollar [US$].

Tabelle 3.1 Grundbegriffe der Zinsrechnung

Der Standardfall fir die Messung der Laufzeit ist das Jahr. Da Kalenderjahre nicht immer gleich lang sind
(Schaltjahr) und auch Monate in ihrer L&nge variieren (28 bis 31 Tage), verwendet man in der Finanzma-

thematik in der Regel folgende standardisierte Zeitintervalle:

1Monat = 30 Tage
1Quartal = 90 Tage
1 Halbjahr = 180 Tage
1 Jahr = 360 Tage

Bei der Messung der Zinsen wird zwischen Zinsbetrag und Zinssatz unterschieden. Der Zinsbetrag ist
dabei nichts anderes als die Differenz zwischen Endkapital und Anfangskapital, gemessen in Wahrungs-
einheiten. Der Zinssatz wird dagegen in Prozent gemessen und ist meist auf die Frist von einem Jahr

bezogen (p.a. = per annum).

D.h. die Zinsrechnung an sich beschéftigt sich prinzipiell mit vier Fragestellungen:

1) Welches Anfangskapital wird benétigt, um bei gegebenem Zinssatz i nach einer Laufzeit von n das
Endkapital K, zu erhalten?

2) Wie lange ist das Anfangskapital K, zu einem gegebenen Zinssatz i anzulegen, um ein Endkapital von
K, zu erhalten?

3) Zu welchem Zinssatz ist das Anfangskapital Kq flir eine Laufzeit n anzulegen, um als Endkapital K, zu

erhalten?
4) Welches Endkapital erhdlt man, wenn das Anfangskapital K, flr eine Laufzeit n zu einem Zinssatz i

verzinst wird?
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Hierbei sind jedoch verschiedene Félle zu unterscheiden. Werden die Zinsen nach jeder Periode ausbe-
zahlt, so handelt es sich um lineare Zinsrechung (einfache Zinsen); werden sie jeweils in den folgenden

Perioden mitverzinst, so spricht man von exponentieller Zinsrechnung (Zinseszinsen).

3.3  Lineare Zinsrechnung

Bei der einfachen Zinsrechnung werden die Zinsen jeweils vom Anfangskapital zu Beginn einer Finanz-
aktion berechnet. Die am Ende einer Zinsperiode gutgeschriebenen Zinsen werden in der folgenden Peri-
ode nicht mitverzinst, d.h. der Zinsbetrag jeder Periode ist gleich gro3. Das Kapital steigt demnach immer

um den gleichen Betrag an, es wachst damit linear:

Endkapital K,

} Zinsen Z =K -i

Anfangskapital Ky =" _________

Laufzeit n

= H---
N -b------

Abbildung 3.1 Kapitalzuwachs bei linearer Verzinsung

Wird also das Anfangskapital K, mit dem jahrlichen Zinssatz i verzinst, so hat der Kapitalgeber nach

einem Jahr Anspruch auf Zinsen in Hohe von K -i, d.h. das Gesamtkapital nach einem Jahr betrégt
K; =Ky +Kg-i. Im zweiten Jahr wird wieder nur das Anfangskapital K, mit dem Zinssatz i verzinst, so
dass nach zwei Jahren ein Kapital von K, =K; +Kj-i= Ky +Kj-i+Ky-i=Kg+2:-Ky-i zur Verfi-

gung steht. Die Entwicklung des Kapitals in den folgenden Jahren verlauft analog.

Die allgemeine Formel der einfachen Zinsrechnung lautet demnach:

Einfache Zinsrechnung: Ky=Ky+n-Ky-i=Ky-@+n-i)

H_J

Zinsen

Diese Formel lasst sich mit Hilfe von Aquivalenzumformungen nach allen enthaltenen GroRen auflésen,

so dass je nach Fragestellung die folgenden Formeln Anwendung finden:

Anfangskapital: Ko = Ky -
1+n-i
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Kn_KO

Laufzeit: n= -

Zinssatz: i- Kn=Ko
Ko-n

Endkapital: Ky =Kgy-@+n-i)

In der Praxis findet die Formel fiir einfache Zinsen haufig auch fir Laufzeiten kleiner als ein Jahr Ver-
wendung, d.h. die Laufzeit ist ein Bruchteil eines Jahres. Beziehen sich die Grofen Zinssatz und Laufzeit

auf ein Jahr, so wird die Laufzeit kleiner ein Jahr anhand folgender Formel berechnet:

_ Zinstage der Laufzeit
Zinstage pro Jahr

Laufzeit kleiner 1 Jahr: n

Dabei gibt es fiir die Berechnung der Anzahl der Zinstage verschiedene (hdufig auch an bestimmte Fi-

nanzprodukte gekoppelte) Methoden, von welchen hier einige vorgestellt werden.

Deutsche Methode (30 / 360 bzw. 360 / 360): —

Bei der deutschen kaufménnischen Zinsrechnung wird das Jahr zu 360 Zinstagen abgerechnet; jeder Mo-
nat hat daher 30 Zinstage. Die Zeitdifferenz t, fur welche Zinsen bezahlt werden, berechnet sich aus der

Differenz von Endtermin t, und Anfangstermin t; nach folgender Formel:

Zinstage der Laufzeit: te=(m,-1-30+d, k=1,2
mit Monat m, = {Januar =1, Februar = 2, ..., Dezember =12}
und Tag dy =1{L 2,...,29,30} (der 31. rechnet als 30)
D.h. fur die Zeitdifferenz vom 15. Mai bis 16. September erhalt man mit Hilfe dieser Formel:
Endtermin t, =(m, -1)-30+d, =(9-1)-30+16 = 256
Anfangstermin =t =(m; -1)-30+d; =(5-1)-30+15=135
Zeitdifferenz t=t,—t =256-135=121

und damit 121 Zinstage als Zeitdifferenz, die in die obige Formel fur t eingesetzt werden.

Euro-Zinsmethode (actual / 360): —

Diese Methode (englisch actual = tatsachlich, also Kalender-genau) basiert auf einer exakten Auszahlung
der Zinstage anhand des Kalenders, allerdings bleibt bei dieser Methode die Jahreslange dabei konstant
360 Tage.

D.h. fir die Zeitdifferenz vom 15. Mai bis 16. September erhélt man

t=16+30+31+31+16=124

und damit 124 Zinstage als Zeitdifferenz, die in die obige Formel fiir t eingesetzt werden.
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Englische Methode (actual / actual): n =— bzw. n = — in Schaltjahren

Bei dieser Methode werden sowohl die Zinstage als auch die Lange des Jahres exakt nach dem Kalender
berechnet.

D.h. fiir die Zeitdifferenz vom 15. Mai bis 16. September erhédlt man analog der Euro-Zinsmethode 124
Zinstage, die jedoch durch die Jahresldnge von 365 Tagen (bzw. 366 Tagen in einem Schaltjahr) dividiert

werden.

Bei der Berechnung von Tageszinsen wird dabei sowohl fiir den Anfangstermin als auch fiir den Endter-
min jeweils nur ein halber Tag angesetzt, so dass beispielsweise fir einen Zeitraum von 15. Mai bis 27.
Mai nur 12 Tage Zinstage berechnet werden. In der Praxis werden statt zwei halben Tagen héaufig auch
(bankspezifisch) entweder der Anfangstermin oder aber der Endtermin nicht mitgerechnet, am Ergebnis

andert sich jedoch nichts.

Selbstverstandlich gibt es auch Abweichungen von oben dargestellten Regeln sowie weitere Methoden,

auf die im Rahmen dieses Moduls jedoch nicht néher eingegangen wird.

Beispiel:

Asterix mdchte Obelix zu seinem runden Geburtstag in zwei Jahren ein besonderes Werkzeug zur
Hinkelsteinbearbeitung schenken. Dieses Werkzeug kostet bei einem bekannten Handler jedoch 120 Ses-
terzen. Wie viele Sesterzen muss Asterix heute anlegen, damit er bei einem Zinssatz von 5% p.a. in zwei
Jahren dieses Geld zur Verfiigung hat, wenn das Kapital nur einfach verzinst wird?

Gegeben: K,=120,n=2,i=0,05

Gesucht: K,

- Ko 120 120 46909
1+n-i 1+2-0,05 11

0

Asterix muss heute 109,09 Sesterzen anlegen und darf die Zinsen, die er jahrlich ausbezahlt bekommt,

natlrlich nicht anderweitig ausgeben.

3.4 Exponentielle Zinsrechnung

Bei der exponentiellen Verzinsung werden die Zinsen nach einem gewissen Zeitraum dem Kapital zuge-
schlagen und in den ndchsten Perioden mitverzinst (Zinseszinseffekt). Konkret bedeutet dies, dass in der
zweiten Zinsperiode die Zinsen der ersten Zinsperiode mitverzinst werden, in der dritten Zinsperiode die
Zinsen der ersten und zweiten Periode und so fort. Demnach steigt das Kapital bei der Anwendung von

Zinseszinsen exponentiell an.

In der folgenden Grafik wird dieser Effekt im Vergleich zur linearen Verzinsung verdeutlicht:
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Endkapital K
" Kapital bei Zinseszinsen

lineare Verzinsung

Anfangskapital K,

Laufzeit n

= oo
N

Abbildung 3.2 Kapitalzuwachs bei exponentieller Verzinsung

Die Grafik zeigt, dass die Zinseszinsrechnung bei Laufzeiten von mehr als einem Jahr und sonst gleichen
Bedingungen zu einem hoheren Endkapital fuhrt als die einfache Verzinsung (= lineare Verzinsung).
Wird also das Anfangskapital K, mit dem jahrlichen Zinssatz i verzinst und die Zinsen mitverzinst, so hat

der Kapitalgeber nach einem Jahr Anspruch auf Zinsen in Hohe von K -i, d.h. das Gesamtkapital nach
einem Jahr betrdgt analog der einfachen Verzinsung K; = K, + K -i = Ky - (L+1i) . Im zweiten Jahr wird

jedoch das gesamte Kapital K; mit dem Zinssatz i verzinst, so dass nach zwei Jahren ein Kapital von

K, = K{ +K; i zur Verfligung steht. Einsetzen von K; = K, - (1+1) in die Gleichung von K, und Um-

formen ergibt K, = K, -(1+ i)? . Die Entwicklung des Kapitals in den folgenden Jahren verlauft analog.

Die allgemeine Formel der Zinseszinsrechung lautet demnach:

Zinseszinsrechnung: K, = K;-(@+1i)"

Diese Formel lasst sich mit Hilfe von Aquivalenzumformungen nach allen enthaltenen GroRen auflosen,

so dass je nach Fragestellung die folgenden Formeln Anwendung finden:

K

Anfangskapital: =—"_
Laufzeit: n= M
In@+1i)
Zinssatz: i= n/ﬁ -1
KO
Endkapital: Ky =Ko - (@+1)"
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Wird aus dem Anfangskapital das Endkapital berechnet, so spricht man von Aufzinsen und verwendet

hierfiir den so genannten Aufzinsungsfaktor:

Aufzinsungsfaktor: @+i)"

Umgekehrt spricht man bei der Berechnung des Anfangskapitals zu einem gegebenen Endkapital von

Abzinsen (oder auch Diskontieren) und verwendet hierflir den so genannten Abzinsungsfaktor:

1
@+i)"

Abzinsungsfaktor:

Beispiel:

Troubadix hat bei einer Konzerttournee in Lutetia 1.400 Sesterzen verdient und mdchte dieses Geld nun
so anlegen, dass sich der Betrag nach 10 Jahren verdoppelt hat. Wie hoch muss hierfiir der Zinssatz sein,
wenn die Zinsen jahrlich mitverzinst werden?

Gegeben: Ky =1.400, n =10, K, =2 K, =2.800

Gesucht: i

LR 1€/ 2800 _) L 00718=718%
Ko 1.400

Troubadix sollte seine Gage mit mindestens 7,18% p.a. verzinsen.

3.5  Aquivalenzprinzip

In der Finanzmathematik und speziell in der Investitionsrechnung ist es haufig notig, die zu unterschiedli-

chen Zeitpunkten anfallenden Zahlungen durch Aufzinsen oder Abzinsen ,,gleichnamig® zu machen:

to
Aufzinsung Abzinsung

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 Zeitt

Kalkulations- bzw.

Bezugszeitpunkt t,

Aufzinsung:

Gesucht wird der sogenannte Endwert, Berechnung mittels Aufzinsungsfaktor:

Aufzinsungsfaktor (l+ i)n mit i=Zinssatz, n=Zeit
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Abzinsung:
Gesucht wird der sogenannte Barwert, Berechnung mittels Abzinsungs- oder Barwertfaktor:

Abzinsungsfaktor (1+ i)_n =

~, Miti=Zinssatz, n=Zeit
(1+1i)

Beispiel:

a) Sie legen heute 100 Euro auf 15 Jahre fest an, Zinssatz 5% p.a., Zinseszins. Wie viel ist aus diesem
Betrag in 15 Jahren geworden?

b) In 3 Jahren bendtigen Sie 800 Euro. Welchen Betrag miissen Sie heute bei einer Verzinsung von 4%
p.a. (Zinseszins) anlegen?

¢) Fur seine besonderen Verdienste um das wohlbekannte gallische Dorf erhélt Asterix bei der Riickkehr
von einer seiner abenteuerlichen Reisen von Majestix einen Betrag in Hohe von 1.000 Sesterzen. Auch
Obelix soll das gleiche finanzielle Dankeschdn erhalten. Da er das Geld aber erst in ein paar Jahren beno-
tigt, wird ausgemacht, dass er in 5 Jahren von Majestix einen Betrag in H6he von 1.250 Sesterzen erhal-
ten wird. Ist das bei einem angenommenen Zinssatz von 4% p.a. (exponentielle Verzinsung) gegeniiber

Asterix fair?

Aquivalenz:
Zwei Zahlungsreihen sind genau dann dquivalent, wenn sie zu einem beliebigen Zeitpunkt t

(= Vergleichs-, Kalkulations- oder Bezugszeitpunkt) den gleichen Kapitalwert aufweisen.

Problem:

Wahl des ,richtigen® Kalkulationszinsfuf3es:

- 1.d.R. Orientierung am vergleichbaren Marktzins (je nach Zielsetzung auch dartber bzw. darunter)

- Berechnung nach durchschnittlichen Kapitalkosten (z.B. hat ein Unternehmen, das zu 60% fremdfi-
nanziert ist und dafiir 10% Zinsen bezahlt, und zu 40% eigenfinanziert ist und dafiir 20% Rentabilitét

erwirtschaftet, durchschnittliche Kapitalkosten in Hohe von 0,6-0,1+0,4-0,2=0,14=14%)

Es ist allgemein Ublich, finanzmathematische Projekte als Zahlungsreihe zu charakterisieren. Hierbei
gehen Einzahlungen als positive Werte, Auszahlungen als negative Werte in die Reihe ein, werden zum
jeweiligen Zeitpunkt aufaddiert und ergeben somit den jeweiligen Saldo (oder Nettozahlungen, Cash-

flow). Die Zeitpunkte der Ein- und Auszahlungen seient =0, ..., T.

Demnach ist die Zahlungsreihe ein Vektor mit (T + 1) Komponenten und dieser wird (blicherweise mit

b = (b,, ..., by) bezeichnet. Es ergibt sich folgende pauschalierte Grafik:
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y

/ Zeitt

Abbildung 3.3 Pauschalisierte Zahlungsreihe einer Investition

Beispiel:

1) Finanzanlage von 50 Euro auf 2 Jahre zum Zinssatz von 4% p.a., jahrliche Zinsauszahlung. Wie sieht
hierfar die Zahlungsreihe aus?

(-50; 2; 52)

2) Stellen Sie die Zahlungsreihen flr folgende Beispiele auf:

a) Sie legen heute 100 Euro auf 15 Jahre fest an, Zinssatz 5% p.a., Zinseszins. Wie viel ist aus diesem
Betrag in 15 Jahren geworden?

(-100; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 207,89)

b) In 3 Jahren bendtigen Sie 800 Euro. Welchen Betrag missen Sie heute bei einer Verzinsung von 4%
p.a. (Zinseszins) anlegen?

(-711,20; 0; 0; 800)
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4 Lineare Algebra

Zusammenfassung
- von Kapitel 4 -

Wichtige Teilgebiete der Grundzuge der Linearen Algebra sind:
e Vektoren, Matrizen und Matrizenoperationen,
e Determinanten,
e Lineare Gleichungssysteme und deren Lésung via
e  Gauf’sches Eliminationsverfahren bzw.
e  Cramer’sche Regel sowie die Losung von

e Linearen Programmen.

Lernziele
Der Studierende soll mit
e Matrizen, Vektoren und Determinanten umgehen kénnen,
e lineare Gleichungssysteme durch die Verfahren von Gauf} und Cramer 16sen kénnen und
e  Optimierungsaufgaben, auch in Textform, durch das Verfahren zur grafischen Ermittlung der

Losungsmenge bearbeiten kénnen.

Literaturhinweise

Fischer, Gerd (2013): Lineare Algebra, Braunschweig.

Kemnitz, Arnfried (2013): Mathematik zum Studienbeginn, Braunschweig.

Opitz, Otto (2011): Mathematik, Minchen.

Schwarze, Jochen (2010): Mathematik flir Wirtschaftswissenschaftler, Band 1-3, Berlin.
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4.1 Matrizen und Vektoren

Um komplexe (wirtschaftswissenschaftliche) Zusammenhange tbersichtlich darstellen zu kénnen, werden
haufig so genannte Matrizen verwendet. Eine solche Matrix ist im Prinzip ein Zahlenschema in Tabellen-
form. In den folgenden Kapiteln werden die fir dieses Modul relevanten mathematischen GréRRen der

Linearen Algebra definiert und ihre Rechenoperationen erlautert.

Eine rechteckige Anordnung von m-n reellen Zahlen a; wird als Matrix mit m Zeilen und n Spalten

oder auch kurz mxn -Matrix bezeichnet:

Q1 9y Ay

. a a LA
mx n -Matrix: A= (aij)z a1 mez an
aml am2 amn

Die Zahlen &; heiRen Elemente oder Komponenten der Matrix A. Die senkrecht untereinander stehenden

Komponenten der Matrix werden auch als Spalten bezeichnet, die waagerecht nebeneinander stehenden

Komponenten heiRen Zeilen. Dabei ist i =1,...,m der Zeilenindex, j=1...,n der Spaltenindex und

mxn die Dimension dieser Matrix.

Die Menge aller mxn -Matrizen wird als M™" bezeichnet.

Besteht eine Matrix nur aus einer Spalte oder nur aus einer Zeile, so wird dieses Zahlenschema als Vektor
bezeichnet. Ist in einer mxn -Matrix dabei n=1, so handelt es sich um einen so genannten Spaltenvek-

tor, bei m =1 spricht man von einem Zeilenvektor:

&
. ) a,
m-dimensionaler Spaltenvektor:
am
n-dimensionaler Zeilenvektor: (a, ay, ...,a,)

Ist m=1 und n=1, so heilt diese 1x1 -Matrix Skalar. Ein Skalar ist demnach eine reelle Zahl:

Skalar: (a)=a
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Matrizen werden in der Regel mit GroRbuchstaben, VVektoren und Skalare mit Kleinbuchstaben bezeich-

net. Die Elemente werden jeweils von runden Klammern umfasst.

Geometrisch gesehen kann ein reeller Spalten- bzw. Zeilenvektor als Punkt im Raum R* aufgefasst wer-
den. Fiir k =2 lasst sich damit der Vektor (a;, a,) aus R? in einem Achsenkreuz mit den Achsen x, und

X, verdeutlichen:

X2 A

a, (a1' a2)

v

& X

Abbildung 4.1 Grafische Verdeutlichung eines Vektors

Zwei mxn -Matrizen A= (aij) und B = (bij) sind einander gleich, also A=B,wennfiralle i=1...,m
und j=1..,n auch die Komponenten a; =b; gleich sind. Gilt fiir alle &; <bj, so ist die Matrix A
kleiner B und man schreibt A < B . Kdnnen die Elemente auch gleich sein, also a; < by, so ist die Matrix

A kleiner oder gleich B und man schreibt A<B .

Ist die Anzahl der Zeilen und Spalten gleich und damit m=n, so ist die Matrix quadratisch und die Ele-
mente a,,, a,,, ..., &,, bilden die Hauptdiagonale. Die Elemente a,, , ..., a;, bilden die Nebendiagona-

le. Eine quadratische Matrix, bei welcher alle Elemente auf einer Seite der Hauptdiagonalen gleich Null

sind, wird als Dreiecksmatrix bezeichnet. Man unterscheidet dabei eine obere und untere Dreiecksmatrix:

Q1 Qp Y3 . Yy Gy
0 ay &z - 3na an
Obere Dreiecksmatrix: 0 0 ag ... @ asn
0 0 O 0 ann
&, 0 0 0 0
Ay a8y, 0 0 0
Untere Dreiecksmatrix: a3 a3 azz ... 0 0
Ay Ay Az e an,(n—l) Ann
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Eine quadratische Matrix n-ter Ordnung hei8t Diagonalmatrix n-ter Ordnung, wenn alle Komponenten

aufBer denjenigen auf der Hauptdiagonalen gleich Null sind:

a; 0 0 0 ©
0 a, 0 0 O
Diagonalmatrix: 0 0 a3 0 O
0 0 0 a4 O
0 0 0 0 a

Sind dabei die Elemente der Hauptdiagonalen alle gleich 1, so bezeichnet man die Matrix als Einheits-
matrix n-ter Ordnung. Entsprechend wird der Vektor, dessen i-te Komponente 1 ist und sonst nur Kom-

ponenten gleich Null enthalt, als i-ter Einheitsvektor bezeichnet.

Sind alle Komponenten einer Matrix Null, so heifit die Matrix Nullmatrix und wird mit 0 bezeichnet.

Entsprechend wird ein Vektor, dessen Elemente alle Null sind, als Nullvektor bezeichnet.

Vertauscht man bei einer mxn -Matrix die Zeilen mit den Spalten, so erhélt man die zu A transponierte

Matrix AT der Dimension nxm :

&1 ayn amy

. : a, a a
Transponierte Matrix: AT =| 12 22 m2
a, &y .. am

Durch Transponieren eines Spaltenvektors erhdlt man demnach einen Zeilenvektor und umgekehrt. Gilt
A= AT so heilt die quadratische Matrix A symmetrisch. In der Literatur ist flr die transponierte Matrix

statt der Bezeichnung AT auch die Schreibweise A’ anzutreffen.

Beispiel:
1 4

Bestimmen Sie die zu A=|2 3| transponierte Matrix A’ .
30

Die erste Zeile (1 4) wird als erste Spalte geschrieben, die zweite Zeile als zweite Spalte und die dritte

Zeile als dritte Spalte:

AT_123
4 30
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4.2 Matrizenoperationen

Addition und Subtraktion

Sind A = (a;;) und zwei -Matrizen, so bezeichnet man die -Matrix

als Summe der beiden Matrizen A und B und man schreibt A+B = (aij + b,j)z (cij)= C.

Entsprechendes gilt fur die Subtraktion zweier Matrizen gleicher Ordnung. Man fiihrt demnach die beiden

Operationen Addition bzw. Subtraktion mit jedem der Elemente einzeln durch.

Beispiel:

o (L 2),(5 6)_(1+5 2+6)_(6 8
)34+7 8) \3+7 4+8) (10 12
(38 9 (1 2 3)_ (31 6-2 9-3) (2 4 6
)246_—36—1_2—(—3) 4-6 6-(-1)) (5 -2 7

Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar

Ist A= (aij) eine mxn -Matrix und k € R (also ein Skalar), so berechnet sich das Produkt der reellen

Zahl k mit der Matrix A, indem jedes Element aus A mit k multipliziert wird: k- A= (k - &j )

Fur die mxn -Matrizen A, B und C und die reelle Zahl k gelten die folgenden Gesetze:

Kommutativgesetz A+B=B+A
Assoziativgesetz A+(B+C)=(A+B)+C
Distributivgesetz k-(A+B)=k-A+k-B

Tabelle 4.1 Matrizengesetze

Beispiel 7.03 Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar:
4 12) (41 4.2) (4 8
3 4) (4.3 4.4) (12 16

Multiplikation von Vektoren (Skalarprodukt)

Ist a’ ein n-dimensionaler Zeilenvektor und b ein n-dimensionaler Spaltenvektor (d.h. a’ und b sind
Vektoren gleicher Ordnung), so ist das Produkt der beiden Vektoren definiert als die Summe der Produkte
an erster, zweiter, ..., n-ter Stelle:
by n
a'-b=(ay,....a)): ... |=a-by+a,-by+..+a,-b, = > ab
bn i=1
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Das auch als skalares oder inneres Produkt bezeichnete Ergebnis der Vektorenmultiplikation ist nur fur
Vektoren gleicher Ordnung definiert. Dabei steht der Zeilenvektor immer an erster Stelle, der Spaltenvek-

tor steht an zweiter Stelle.

Fir die n-dimensionalen Vektoren a, b und c gelten die folgenden Gesetze:

Kommutativgesetz a' -b=b"-a

Distributivgesetz @@ +b")-c=a'-c+b"-c

Tabelle 4.2 Vektorgesetze

Beispiel:

(3,7,2,10,0)-| 3|=3-1+7-2+2-3+10-4+0-5=3+14+6+ 40+ 0 =63

g A W N

Multiplikation von Matrizen
Ist A= (aij) eine mxn -Matrix und B = (bij) eine nx p-Matrix, so bezeichnet man die mx p -Matrix
C =A-B als Produkt der beiden Matrizen A und B. Die einzelnen Elemente von C = (Cij) berechnen

sich dabei aus dem Skalarprodukt der zugehérigen Vektoren aus A und B:

n
Cj =8 by = > 2 by
k=1

D.h. Cjj ist das skalare Produkt des i-ten Zeilenvektors a; von A mit dem j-ten Spaltenvektor b; von B.

Die Matrizenmultiplikation ist damit nur definiert, falls die Spaltenzahl der ersten Matrix mit der Zeilen-

zahl der zweiten Matrix Ubereinstimmit.

Wird eine mxn -Matrix von links mit einem m-dimensionalen Zeilenvektor multipliziert, so ist das Er-
gebnis ein Zeilenvektor. Wird eine mxn -Matrix von rechts mit einem n-dimensionalen Spaltenvektor

multipliziert, so ist das Ergebnis ein Spaltenvektor.

Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ (d.h. A-B = B-A), doch gelten fir die Matrizen A, B

und C geeigneter Ordnung die folgenden Gesetze:
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Assoziativgesetz A-(B-C)=(A-B)-C=A-B-C

A-(B+C)=A-B+A-C

Distributivgesetz (A+B)-C=A-C+B-C

Tabelle 4.3 Matrizenmultiplikation

Beispiel:
1 -2
1 2 -1 1
0 -1
01 2 -2|
2 -1 0 -3
0
1-.1+2-0+(-D)-1+1-1 1-(-2)+2-(-)+(-1)-1+1-0 1 -5
=| 0:1+1.0+2-1+(-2)-1 0-(-2)+1-(-)+2-1+(-2)-0 |=| 0 1

2:1+(-1)-0+0-1+(-3):1 2:(-2)+(-D)-(-1)+0-1+(-3)-0 -1 -3

Invertierte Matrix

Eine quadratische nxn -Matrix A heiRt invertierbar (oder auch reguldr bzw. nicht-singular), wenn eine
nxn -Matrix A existiert, so dass das Produkt der beiden die Einheitsmatrix E ergibt: A- Al =E . Die

Matrix A wird dabei auch als inverse Matrix (oder kurz Inverse) bezeichnet. Ist eine Matrix nicht

invertierbar, so heil’t sie singuldre Matrix.

Um von einer gegebenen Matrix A die Inverse zu bestimmen, wird neben die Ursprungsmatrix A die
zugehorige Einheitsmatrix E geschrieben. Sodann wird die Matrix A durch Aquivalenzumformungen in
die Einheitsmatrix umgeformt. Alle Rechenoperationen, die hierfiir notwendig sind, werden zeitgleich mit

der Einheitsmatrix E durchgefiihrt. Die daraus entstandene Matrix ist dann die Inverse zu A:

(A|IE) = (E|A™)

Fur die Matrizen A und B geeigneter Ordnung und die reelle Zahl k gelten folgende Gesetze:
1
()" = (B -t At

()" = (w2 (A=At

Beispiel:

st 2 72 died 23,
S _1 2 e Inverse zu 1 3 /

g [2 5)[(3 “5)_(2:3+5:(D 2:(-9+52)_(1 0
aEM I 31 2 )7 (13431 1-(-5)+3-2) lo 1
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Linearkombination

Sind a,, a,, .., a, Vektoren aus R™ (also der Dimension m) und kj, ko, ..., k, beliebige reelle Zahlen,

dann wird die Linearkombination der Vektoren a,, a, , ..., a, definiert als:

n
a=>) ka =ka +kpa, +...+kya,
i=1

Diese Linearkombination ist wieder ein Vektor aus R™.

n
Sind alle k; >0, so handelt es sich um eine nichtnegative Linearkombination. Gilt zudem Zki =1,
i=1

spricht man von einer konvexen Linearkombination.

Beispiel:

1 3 5
1) Fiir die 3 Vektoren (n=3) a; = [Zj , Ay = [4) , 83 = [ 6] aus dem R? ist

1 3 5 3-1+2-3-1.5 4
3y +2a,—a;=3-| _|+2:| |-1- = =
2 4 -6 3.-2+2-4-1-(-6) 20

die Linearkombination mit k; =3, k, =2, kg =-1.

2) Grafisch lassen sich Linearkombinationen, die man aus zweidimensionalen Vektoren erhdlt, in einer

4 3
Ebene darstellen. Wahlt man z.B. fiir die beiden Vektoren (2} und ( J die Linearkombination

1 (4 3
5'( ]+ 2-( J , S0 erhélt man die folgende Grafik:

2

Abbildung 4.2 Linearkombination
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Rechnerische Ermittlung:

1(4 3 2 6 8
. +2. = + =

2 (2 -1 1) (-2 -1

Lineare Unabhéangigkeit

Sind &, a,, .., a, m-dimensionale Vektoren aus R™ und k;, ks, ..., k, beliebige reelle Zahlen, dann

heiRen die Vektoren linear unabhéngig, wenn sich der Nullvektor nur durch die triviale Linearkombinati-

on dieser Vektoren mit k; = O darstellen lasst:
linear unabhéngig: a=ka +ka,+...+ka,=0 < k=0

Ist dies nicht der Fall, d.h. der Nullvektor ist als Linearkombination dieser VVektoren darstellbar und nicht

alle k; sind Null, so heien die Vektoren &, , a, , ..., @, linear abhéngig.

Sind die Vektoren a,, a, , ..., a, linear abhangig, so ist zudem jeder Vektor als Linearkombination der

Ubrigen Vektoren darstellbar.

Beispiel:
1 2 0
1) Sind die Vektoren | 2|, | 1 | und | =1 | linear unabhéngig?
4) -1 -3
1 2 0 2-1-2+3-0 0
2-02|-] 1 |+3:|-1|=| 2-2-1+3-(-) |=|0
4) (-1 -3 2:4—(-1)+3-(-3) 0

Die Vektoren sind linear abhangig, da k; #0: k; =2, k, =-1, k; =3.

1 2 0
2) Lasst sich der Vektor | 2 | als Linearkombination der Vektoren | 1 | und | —=1| darstellen?
4 -1 -3

Da die 3 Vektoren linear abhdngig sind, lasst sich jeder Vektor als Linearkombination aus den anderen

beiden Vektoren darstellen:

1 2) ,[©
2 =%- 1-3 -1
4 -1 -3

Rang einer Matrix

Die groRte Anzahl linear unabhé&ngiger Spaltenvektoren (bzw. Zeilenvektoren) der mxn -Matrix A heil3t

Rang von A und wird mit rang(A) (oder auch r(A) oder rg(A)) bezeichnet.
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Zur Bestimmung des Ranges werden in den Spalten der Matrix durch Aquivalenzumformungen Einheits-
vektoren erzeugt (in beliebiger Reihenfolge). Die maximale Anzahl der so erzeugten Einheitsvektoren

entspricht dann dem Rang der Matrix.

Anwendung findet der Rang vor allem als Kriterium zur Bestimmung der Ldsbarkeit linearer Gleichungs-
systeme.

Beispiel:
11 3
Bestimmen Sie den Rang der Matrix [1 0 3
2 7 6

Der Rang der Matrix ist rang(A) = 2, denn die dritte Spalte ist das Dreifache der ersten Spalte und damit
sind die beiden Vektoren an erster und dritter Stelle linear abhangig, d.h. die grote Anzahl linear unab-
héngiger Vektoren ist 2.

4.3 Determinanten

Die Determinante einer nxn -Matrix A ist eine reelle Zahl, die aus den Elementen einer quadratischen
Matrix nach bestimmten Regeln berechnet wird. Die Schreibweise fir die Determinante lautet det(A)

oder auch |A|.  (Achtung, hier besteht Verwechslungsgefahr mit den Strichen des Absolutbetrages).

Fir n=1 ist die Determinante definiert als die Differenz von Hauptdiagonale und Nebendiagonale:

1x1 -Matrix: det(A) =|a| =a

Fir n = 2 ist die Determinante definiert als:

) ay, a
2x 2 -Matrix: det(A) = 12 =31 Ay — Q- dyg

Ay Ay

Fir n =3 ist die Determinante definiert als:
3x 3-Matrix:

Q1 Gy A3
det(A) =|ay; a, a

A3y d3; Qg3

=84y 8y A33— "3 83y — Ay "Wzt Ay Q331+ A3y A3y — 3y A3

Diese komplizierte Formel 1asst sich mit Hilfe der so genannten Regel von Sarrus leicht merken:
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Regel von Sarrus
Zur Bestimmung der Determinante einer 3x 3-Matrix schreibt man den ersten und den zweiten Spalten-

vektor noch einmal hinter die urspringliche Matrix:

Q1 gy Q3| A1
Q1 Ay Q3| 8y Ay
Q31 A3 d33) 831 Az

Sodann erhélt man die positiven Summanden der Determinante aus den Hauptdiagonalen und ihren Paral-
lelen (dargestellt als durchgehende Striche), die negativen Summanden ergeben sich aus den Nebendia-

gonalen und ihren Parallelen (dargestellt als gestrichelte Linien):

\\\
\\\

det(A) = ay;-8y; B33+ 8p3- 81+ 3431 Bgp — B3 8pp A3 — 1" 8oz~ Agp — " Bpq g3

Entwicklungssatz von Laplace

Allgemein (und insbesondere flir Determinanten von Matrizen mit n > 4 ) erfolgt die Berechnung anhand

von Teilmatrizen, wobei Dj; diejenige (n—1)x (n—1) -Teilmatrix von A bezeichnet, die durch Streichen

der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Die Determinante dieser Teilmatrix, also det(Dj), ist demnach

eine (n-1)-reihige Unterdeterminante von A. Zur Berechnung der Determinanten von A werden die Ele-
mente a; mit dem entsprechenden Vorzeichen (—1)”j versehen und mit der jeweiligen Unterdeterminan-

te multipliziert. Diese Entwicklung wird auch als Entwicklungssatz von Laplace bezeichnet.

Den durch den Faktor (—1)i+j bewirkten Vorzeichenwechsel kann man sich als eine Art Schachbrettmus-

ter in der Matrix vorstellen:
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Bei einer 3x3-Matrix A ergibt sich demnach z.B. fiir die Entwicklung nach der 1. Zeile folgendes Er-

&1 8 Y3
gebnis fiir die Determinante der Matrix A=|a,; a,, ay;

d3; Q3 a3

a; Ay ay azs+a a1 A

det(A) = +a; - 3

83; 33 837 g3 31 A3

= &1 (Ap833 — B23837) — &2 * (821833 — B3A31) + 813~ (Ap183, — Ap08ay)
Die Entwicklung nach einer anderen Zeile oder nach einer Spalte fiihrt zum selben Ergebnis.

Anwendung finden Determinanten vor allem bei der Bestimmung des Ranges einer Matrix, bei der Be-

rechnung der Inversen einer Matrix und bei der Lésung von linearen Gleichungssystemen.

Eigenschaften
Die Determinante besitzt folgende Eigenschaften:

1) Die Determinante der Einheitsmatrix ist 1: det(E) =1.

2) Die Determinanten einer Matrix und einer transponierten Matrix sind identisch: det(A) = det(AT) )
3) Fiir eine reelle Zahl k und eine Matrix A e R" gilt: det(k - A) =k" - det(A) .

4) Fir die Matrizen A und B, beide aus R", gilt: det(A-B) = det(A) - det(B) .

5) Fir die Matrizen A und B, beide aus R", gilt: det(A-B) =det(B- A) .

6) Sind zwei Zeilen oder Spalten einer Matrix A identisch, so ist die Determinante 0: det(A) =0 .

7) Enthélt eine Zeile oder eine Spalte einer Matrix A nur Nullen, so ist die Determinante 0: det(A) =0 .

8) Die Determinante einer Dreiecksmatrix ergibt sich als Produkt der Elemente auf der Hauptdiagonalen.

Beispiel:
1 20

Bestimmen Sie die Determinante der Matrix | 2 1 3| a) nach der Regel von Sarrus und b) mit Hilfe
1 01

des Laplace’schen Entwicklungssatzes.

a) Anwendung der Regel von Sarrus ergibt:
1 2 0)1 2
2 1 3/2 1=111+2-3-1+0-2.-0-0-1-1-1-3-0-2-2-1=1+6-4=3
10110

Also det(A)=3

b) Anwendung Entwicklungssatz nach Laplace fiir die 1. Zeile ergibt:
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1 20
13 2 3
det 2 1 3|=(-D" 1. +(-)H2.2. +(=D*2.0.
101() ‘01‘() R A

2 1
10

1 2 2 1
=1 ~2. +0- =11-3-0-2-(2:1-3-1)+0=1-4+6=3
o1 "1 1o

Also det(A)=3
4.4 Lineare Gleichungssysteme

Ist A eine mxn -Matrix und b ein m-dimensionaler Vektor, so wird die Gleichung A-x=b als lineares

Gleichungssystem (LGS) mit n Variablen x4, X5, ..., X, und m Gleichungen bezeichnet:
Lineares Gleichungssystem:
in Normalform: A-x=Db

all-X1+8.12~X2+...+aln-Xn :bl

. . . . . a21’X1+a22'X2+...+a2 ‘X =b2
in ausfiihrlicher Schreibweise: noon

Ay X+ 8- X+t 8y - X, =Dy

8 & 84 by
. A a a a b
in Vektorenschreibweise: Pl +] 2 xg | M x,=| 2
am ama 8mn b

Ist bei einem linearen Gleichungssystem A-x=Db der Vektor b =0, so wird das Gleichungssystem als

homogen bezeichnet. Ist mindestens ein Element des Vektors b nicht Null (also b, =0 fir ein i), so

spricht man von einem inhomogenen Gleichungssystem.

Ldsbarkeit
Ist A-x=b ein lineares Gleichungssystem mit der mxn -Matrix A und dem m-dimensionalen Vektor b,

also mit m Gleichungen in n Variablen, und ist rang(A|b) der Rang der Matrix (A, b) — d.h. die Matrix

A wurde um die rechte Seite b erweitert —, so gilt flir die Losbarkeit des Gleichungssystems:

Ist rang(A) <rang(A|b), soist A-x=Db nicht I6sbar.
Ist rang(A) =rang(A|b) =r und r <n, so existieren unendlich viele Lésungen.

Ist rang(A) =rang(A|b)=r und r =n,so besitz A-x =b genau eine (eindeutige) Lésung.
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Die eindeutige Losbarkeit setzt voraus, dass die Anzahl der Gleichungen nicht kleiner ist als die Anzahl

der Variablen, d.h. es existieren mindestens so viele Gleichungen wie Variablen (also m >n).

Beispiel:
X+ X+ X3 =1
Ist das Gleichungssystem x; + X, — X3 =1 I6sbar?

11 1 X, 1
A-x=b mit A=|1 1 -1|, x=[X |undb=|1
1 -1 1 X3 1

rang(A) =3, da alle 3 Vektoren linear unabhangig sind.
rang(A|b) =3, denn b entspricht dem ersten Spaltenvektor.
Also gilt: rang(A) =rang(A|b)=r =3

Da n =3 gilt r =3=n und damit hat das Gleichungssystem eine eindeutige Ldsung.

4.5 Gaul3’sches Eliminationsverfahren

Eines der bekanntesten Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme ist das Eliminationsverfahren

von GauB, auch GauB’scher Algorithmus genannt. Dabei wird die erweiterte Matrix (A|b) durch ent-

sprechende Zeilenoperationen (Aquivalenzumformungen, Rechenoperationen und Vertauschen) in eine
obere Dreiecksmatrix umgewandelt. Sodann lassen sich durch sukzessives Einsetzen der bereits berech-
neten Losungswerte die noch fehlenden Losungen bestimmen (d.h. anhand des Wertes flir x,, lasst sich der
Wert x,.; berechnen, sodann der Wert X,,., usw.).

Folgende Rechenoperationen kénnen in einem linearen Gleichungssystem durchgefiihrt werden, ohne die
Lésungsmenge zu verandern:

1) Aquivalente Umformungen von einzelnen Gleichungen.

2) Addition von Gleichungen.

3) Vertauschen von zwei Gleichungen.

Durch geschickte Kombination dieser Grundregeln ist ein systematisches Aufldsen linearer Gleichungs-
systeme mdglich.

Die drei Schritte des GauB’schen Eliminationsverfahrens sind im folgenden Algorithmus fiir das lineare
Gleichungssystem A-x=b mit der mxn -Matrix A, dem m-dimensionalen Vektor b und m>n allge-

mein dargestellt:

1) Erweiterung der Matrix A um den Vektor b:
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Ay qp .. Ay | b
Ay 8y ... Ay, | by

ml m2 mn

2) Umwandlung von (A|b) in eine obere (quadratische) Dreiecksmatrix mit Hilfe der oben dargestellten

Grundregeln:

ay A, a3 .. 8, | b
0 ay ay ... ay | b
0 0 a .. ay| b

3) Bestimmung der Losungen von Xg, Xn.1, ..., X2, X1:
Die Dreiecksmatrix aus 2) lasst sich auch als Gleichungssystem schreiben:
a X + ai?_x?_ + a}kgx3 +..+ al*nxn = bl*
AyyXy + AggXg +...+ AypX, =Dy
BgaXg + ...+ 8z, X, = by

AnnXy = bn

Hieraus lassen sich von unten nach oben die einzelnen Werte fiir x; nacheinander berechnen, denn aus

* *
aynX, =D, lasst sich mit Hilfe von Aquivalenzumformungen X, berechnen zu x, = —-. Dieser Wert

*

nn
kann nun in die darliber stehende Gleichung eingesetzt werden und daraus der Wert flir x,; berechnet

werden und so weiter.

Beispiel:
1 2 3 25
Bestimmen Sie die Losung des Gleichungssystems Ax=b fir A=|3 1 4| und b=|25].
2 5 2 50

Erweiterung der Matrix A um den Vektor b:

1 2 3|25
3 1 4|25
2 5 2|50

Umwandlung in eine obere Dreiecksmatrix:

Die neue 3. Zeile ergibt sich, indem man von ihr das Zweifache der 1. Zeile abzieht:
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1 2 3|25
31 4125
01 -4|0

Subtraktion des Dreifachen der 1. Zeile von der 2. Zeile ergibt die neue 2. Zeile:

1 2 3|25
0 -5 -5|-50
0 1 -4| O

Multiplikation der 3. Zeile mit 5 und anschlieBende Addition mit Zeile 2 ergibt fur Zeile 3:
1 2 3|25
0 -5 -5|-50
0 0 -25|-50

Bestimmung der L&sung:

Auflésen der 3. Gleichung nach xs ergibt:

Einsetzen in die 2. Gleichung und Auflésen nach x, ergibt:

5, — 5% = 50 <> —5x, —5-2 = ~50 <> ~5x, = 40 < %, =i§=8

Einsetzen von Xz und X, in die 1. Gleichung und Auflésen nach x; ergibt:
X +2% +3% =25 % +2:8+43-2=25< % =3

3

Die Losung lautet x=| 8 |.
2

4.6  Cramer’sche Regel

Hat das lineare Gleichungssystem A-x=b mit der mxn -Matrix A und dem m-dimensionalen Vektor b
eine eindeutige Losung x, so lésst sich diese mit der Cramer’schen Regel berechnen und es gilt fiir die
einzelnen Werte x; und die Spaltenvektoren a; fur i=1,...,n:

 _ det(ay, ...,8; 4, b, 8,q, ... a,)
! det(A)

D.h. zur Berechnung der Ldsung x; wird in der Matrix A die i-te Spalte durch den Vektor b ersetzt, die

Determinante berechnet und durch die eigentliche Determinante det(A) geteilt.

Da man zur Bestimmung der Losung mit Hilfe der Cramer’schen Regel allerdings n+1 Determinanten
berechnen muss, ist diese Regel fiir groBe n nicht praktisch (jedoch fiir theoretische Untersuchungen

wertvoll).
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Beispiel:

12 3 25
Bestimmen Sie die eindeutige Losung des Gleichungssystems Ax=b fir A=|3 1 4| und b=|25
2 5 2 50
mit Hilfe der Cramer’schen Regel.
12 3
det(A)=(3 1 4/=11.2+2-4.2+3-3.5-3.1.2-1.4.5-2.3.2=25
2 5 2
. 25 2 3 . .
X =-—-25 1 4=-—-(25-1.2+2-4-50+3-25-5-3.1.50-25-4.5-2.25.2)=—.75=3
25 25 25
50 5 2
. 1 25 3 . .
X, =—-3 25 4 =-_—--(1-25-2+25-4.-2+3-3-50-3-25-2-1-4.50-25.3-2)= —.200 =8
25 25 25
2 50 2
. 1 2 25 . .
Xg=—-|3 1 25=-—-(1-1.50+2-25-2+25-3-5-25.1.2-1-25-5-2-3.50) = —-50 = 2
B, ooy B 25

3
Die Losung lautet X =18 |.
2
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5  Analysis

Zusammenfassung

- von Kapitel 5 -

Wichtige Teilgebiete der Grundzuge der Analysis sind:

die mathematische Definition von Funktion und Umkehrfunktion,
Folgen und Reihen,

Grenzwerte von Funktionen,

Differentialrechnung,

Extremstellen,

Wendepunkte,

Kurvendiskussion,

Integralrechnung sowie deren Anwendung im

wirtschaftswissenschatlichen Kontext.

Lernziele

Der Studierende soll

mit Funktionen, Folgen und Reihen umgehen kdnnen,

reelle Funktionen mit Hilfe der gangigen Ableitungsregeln und Grenzwertberechnungen auf ihre
Eigenschaften hin untersuchen und eine

detaillierte Kurvendiskussion durchfiihren kénnen. Er soll die

Integralrechnung anwenden kénnen und die

geometrische Interpretation des bestimmten Integrals verstanden haben.

Zudem soll er diese Teile der Analysis im wirtschaftswissenschaftlichen Kontext anwenden

kénnen.

Literaturhinweise

Fischer, Gerd (2013): Lineare Algebra, Braunschweig.

Kemnitz, Arnfried (2013): Mathematik zum Studienbeginn, Braunschweig.
Opitz, Otto (2011): Mathematik, Minchen.
Schwarze, Jochen (2010): Mathematik flir Wirtschaftswissenschaftler, Band 1-3, Berlin.

Tietze, Jurgen (2013): Einflhrung in die Finanzmathematik, Wiesbaden.
Wewel, Max C. (2010): Statistik im Bachelor-Studium der BWL und VWL, Hallbergmoos.
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5.1 Funktionen

Eine Beziehung zwischen zwei Mengen, die jedem Element x aus der einen Menge eindeutig ein Element

y aus der anderen Menge zuordnet, heilst Funktion f und man schreibt:

Funktion: f(X)=y

Die Menge der Werte, die fiir die Variable x zugelassen sind, wird als Definitionsbereich bezeichnet. Die

Menge der Werte, die die Variable y annehmen kann, hei3t Wertebereich.

Lost man die Funktion f(X) =Y nach der Variablen x auf, so erhalt man die Umkehrfunktion (oder auch

Inverse) und schreibt:

Umkehrfunktion: f(y) =x

Beispiel:
Wie lautet die Umkehrfunktion von f(x) = Inx ?

x nach x auflésen ergibt y

Und damit ist die e-Funktion die Umkehrfunktion des natirlichen Logarithmus.

Nullstellen
Die Stellen einer Funktion, die die x-Achse schneiden, werden als Nullstellen bezeichnet. Man erhélt die

Nullstellen einer Funktion, indem man die Funktionsgleichung gleich Null setzt (also f(x)=y=0) und

nach x auflost.

Nullstellen: f(x)=0

Ein Polynom n-ten Grades hat hochstens n reelle Nullstellen. Ist zudem n ungerade, so besitzt das Poly-

nom mindestens eine reelle Nullstelle.

Bilden die Funktionswerte einer Funktion f eine nach oben (bzw. unten) beschrénkte Menge, so heif3t f
nach oben (bzw. unten) beschrénkt. Ist die Bildmenge sowohl nach oben als auch unten beschrénkt, so
heil’t die Funktion beschrankt.

Eine weitere Eigenschaft von Funktionen ist die Monotonie. Eine Funktion heillt monoton wachsend
(bzw. fallend), wenn flr beliebige x;, X, aus dem Definitionsbereich mit x; < x, (bzw. x; > X;) auch die

zugehdrigen Funktionswerte dieser Vorschrift genligen.
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Monotonie

monoton wachsend: X <X = f(x)<f(x)
streng monoton wachsend:  x <X, = f(x)< f(X;)
monoton fallend: X <X = fx)=f(x)
streng monoton fallend: X <X = Tx)>f(x)

Zudem koénnen Funktionen grofle Unterschiede beziiglich ihrer Krimmung aufweisen. Liegen in einem
Intervall alle Verbindungslinien zwischen zwei Funktionswerten oberhalb des Funktionsgraphen, so be-
zeichnet man die Kurve als konvex. Diese Art der Krummung wird auch Linkskurve genannt. Eine kon-
kave Kurve (oder auch Rechtskurve) liegt vor, wenn die Strecken unterhalb der Funktion liegen. Diese

Definition lasst sich am besten anhand der folgenden Grafik veranschaulichen:

f(x) 5

konvex konkav

D L
- -

v

1 2 X3 X

Abbildung 5.1 Krimmung einer Funktion

Symmetrie
Weitere wichtige Eigenschaften zur Charakterisierung von Funktionen betreffen die Symmetrie. Hierbei

lassen sich zwei Arten unterscheiden: die Spiegelsymmetrie und die Punktsymmetrie.

Eine Funktion heiflt spiegelsymmetrisch zu einer Geraden Xx,, wenn alle Werte, die denselben Abstand

von X, haben, auch denselben Funktionswert besitzen, d.h. wenn gilt:

Spiegelsymmetrie:
f(x+X)=f(x—X) zur Geraden X
f(x)=f(-x) zur y-Achse

Anschaulich formuliert bedeutet dies, die Funktion Iasst sich an der Geraden X, spiegeln:
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f(x) 4

A Y

v

0

Abbildung 5.2 Symmetrie einer Funktion

Eine Funktion heif3t punktsymmetrisch zu einem Punkt (xo; f(Xo)), wenn sie sich an einem Punkt spiegeln

lasst, d.h. wenn gilt:

Punktsymmetrie: F(xg+X)+ F(X—X)=2- (X)) zum Punkt (Xg; f(Xq))
f(x)=—1f(—x) zum Ursprung

Die folgende Grafik zeigt beispielsweise eine zum Ursprung punktsymmetrische Funktion:

f(x)
A

><V

Abbildung 5.3 Punktsymmetrie einer Funktion

Beispiel:
Berechnen Sie die Nullstellen von f(x) = —%xz +4 fir x>0 und bestimmen Sie die Umkehrfunktion.
Was lasst sich (iber die Monotonie von f aussagen?

Gegeben: f(x) = —%xz +4
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Gesucht: f(x) =0, f*(y)=x, Monotonie

Nullstellen f(x)=0:
f(x):—%x2+4:0<:>—%x2 = 4o x’=8cx=1+/8

Da x>0 lautet die Nullstelle Nl(J§;O) .

Umkehrfunktion f*(y) = x:
f(x) = y:—%x2+4© y—4=—%x2 &2y +8=x> & x=+/-2y+8

Da x>0 lautet die Umkehrfunktion f *(y) =+—2y+8.

Monotonie:

Zu untersuchen: Welche Beziehung gilt fir f(x) und f(x,),wenn x; <X, ist?
Gilt , < X,,sogiltauch X’ < X3 , denn x>0

Lo L1 .
Multiplikation mit 5 ergibt:

—%xf > —%xg (Ungleichheitszeichen dreht sich um!)
Addition von +4 ergibt:
—%xlz +4> —%xg +4 < f(x) :—%xl2 +4> —%xg +4=f(x,)

Alsogilt x, <x, = f(x)> f(x,) und damit ist f streng monoton fallend.

5.2 Folgen und Reihen

Folgen

Wird jeder natiirlichen Zahl n eine reelle Zahl a, zugeordnet, so entsteht eine unendliche Zahlenfolge
(8, ay, ag, ...) und man schreibt dafiir (a,) . Die Zahl a; heil3t dabei das i-te Glied der Folge (a,) . Eine

Folge (&, a,, ...,&) heiflt endliche Folge.

Folge: (a,) furneN

Eine Zahlenfolge (a,) mit a,.; =a,+d (d € R) heifit arithmetische Folge:
Arithmetische Folge: (a,) mit a,; =a,+d undd e R

Durch Umformen erhélt man a,,, =a,+d =& +n-d und man erkennt, dass die einfache Zinsrechnung

eine Anwendung der arithmetischen Folge darstellt.
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Eine Zahlenfolge (a,) mit a,,; =a,-9 (q € R\{0}) heiBt geometrische Folge:
Geometrische Folge: (a,) mit a,,; =a,-q und q € R\{0}

Durch Umformen erhalt man a,,; =a,-9=2&-9" und man erkennt, dass die Zinseszinsrechnung eine

Anwendung der geometrischen Folge ist.

Reihen

Die Zahlenfolge (a,) sei gegeben. Die unendliche Summe & +a, + a5 +... der Folgenglieder nennt man

unendliche Reihe und man schreibt dafir Zai . Haufig wird der erste Summand mit a, bezeichnet, so
i=1

dass die Reihe dann iiberi=0, 1, ..., o (statti =1, ..., ) lduft.

Reihe: Zai

Die Summe einer arithmetischen Folge wird als arithmetische Reihe bezeichnet und es gilt:
Arithmetische Reihe: Za =n- (al+T dj

Die Summe einer geometrischen Folge wird als geometrische Reihe bezeichnet und es gilt:

Geometrische Reihe: dai=a-

In der Rentenrechnung finden sowohl die arithmetische als auch die geometrische Reihe Anwendung.

Beispiel:
Berechnen Sie die Summe aller ungeraden Zahlen bis einschlieRlich 15.
Gegeben:a; =1,n=8,d=2

n
Gesucht: »"a;
i=1
Einsetzen in die Formel fiir die arithmetische Reihe ergibt:

Zn:a, _ial = (HT 2] 64
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n 8
Oder zu FuB: D a = » & =1+3+5+7+9+11+13+15= 64
i=1 i=1

5.3 Grenzwerte von Funktionen

Bei der Grenzwertbetrachtung werden prinzipiell zwei Fragestellungen unterschieden:

1) Wie verhalten sich die Funktionswerte fir x — o (bzw. X — —0), d.h. wie sieht der Wertebereich
der Funktion fur sehr grofle (bzw. sehr kleine) Werte von x aus?

2) Wie verhalten sich die Funktionswerte, wenn x gegen eine Stelle x, strebt (x — X, )?

Bei beiden Varianten interessiert dabei, ob sich die Funktionswerte an dieser Stelle (o0, —0, oder Xo) €i-
nem bestimmten Wert annahern. Dieser Wert wird als Grenzwert bezeichnet und man sagt, die Funktion
konvergiert gegen diesen Wert. Die mathematische Schreibweise des Grenzwertes (= Limes) lautet hier-
bei:

Grenzwert: limf(x)=w bzw. lim f(x)=w
X—>0 X—>Xg

Und man sagt ,,der Limes von f von x flir x gegen unendlich ist w* bzw. ,,der Limes von f von x fiir x

gegen Xg ist w*.

Haufig existieren jedoch 2 unterschiedliche Grenzwerte fiir x — X, , je nach dem ob man sich dem Wert
Xo von links oder von rechts ndhert. Diese Grenzwerte werden dann als linksseitige bzw. rechtsseitige
Grenzwerte bezeichnet und man schreibt x — X,~ bzw. x — X," . Sind diese beiden Grenzwerte iden-

tisch, so besitzt die Funktion einen eindeutigen Grenzwert.

Eine Funktion f(x) heif’t (lokal) stetig an der Stelle xo, wenn der eindeutige Grenzwert an der Stelle xq

existiert. Andernfalls ist f(x) an der Stelle X, unstetig.

Stetigkeit: lim f(x) existiertund lim f(x) = f(X;)
X—Xo

X—>Xg

Ist die Funktion f(x) an jeder Stelle stetig, so ist die Funktion f(x) auch (global) stetig. Das bedeutet, eine
Funktion ist stetig, wenn ihr Kurvenverlauf durchgéngig ohne Lucken, Sprung- oder Polstellen ist. Eine
Polstelle bezeichnet dabei eine Stelle, die aufgrund einer Definitionsliicke im Definitionsbereich nicht

existiert.

Existieren die Grenzwerte flr die Funktionen f(x) und g(x) und gilt lim f(x)=u und lim g(x) =v, so
X—>Xo X—>Xg

gelten folgende Rechenregeln fiir die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division:
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Addition: lim(f(x)+g(x)= lim f(x)+ lim g(x) =u+v
X—Xg X—>Xg X=Xg
Subtraktion: Iim(f(x)—g(x)): lim f(x)— limg(x)=u—v
X—>Xo X—>Xg X—>Xg
Multiplikation: lim(f(x)-g(x))= lim f(x)- lim g(x)=u-v
X—>Xg X—Xg X—>Xg
lim f(x)
Division: ) _ xo == fallsv=0

x—%, g(X) X|IJ!(] a(x) v
0

Né&hert sich eine Funktion immer mehr einer Geraden, ohne diese jedoch zu erreichen, so heifdt diese

Gerade Asymptote.
Beispiel:
1) Berechnen Sie die Grenzwerte fiir folgende Ausdriicke:
2
a) lim—% —TX_
x>0 4x% —5x +9
1
2 x2.[3-7.% 2 3_7.1 3_7.£
3X° —-7X . X . X X . X
Im —Im 1 l =|Im—2.ﬁ :Ilml. 1
on Xt =5X+9 o g (4 5. +9. ] S RTINS 4-5.749.
X X2 X X X

1 1
Da lim==0 und lim— =0 gilt weiter:

x—% X X—0 X2
1
3T 3-7.0 3
a 1 , 1 4.50:90 4
X*)w4_5.7+9.72 — . + .
X X

b) lim>—L

x>0 x2 +1

x—1 I|m(x 1) limx—1liml L0-1 -1

II _ x>0

_ x>0 x—0 —— =

x>0x%2 +1 I|m(x +1) limx2+liml 0+1 1

x—0

1
2) Zeichnen Sie das Schaubild der Funktion X und untersuchen Sie sie auf Grenzwerte und Stetigkeit.

x—0 x—0

f(x) ==, Definitionsbereich: x € R\ {0}

Wertetabelle:

X

-3 -2 -1 -05 |-025]025 |05 1

f(x)

-033 | -05 |-1 -2 -4 4 2 1

0,33
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Die Grenzwerte fir x— -0, x>0, x > 0" und X — o lassen sich entweder aus dem Schaubild

ablesen oder berechnen:

.1 .1 A A
lim ==0und lim==0, lim==-0 und lim ==
X——0 X X—0 X x—0" X x—0" X

Die Funktion f(x)= X ist an der Stelle x = 0 nicht definiert, besitzt also eine Polstelle bei x = 0 und ist

damit nicht stetig. An den Stellen x = 0 ist f(x) lokal stetig.

Wie aus dem Schaubild ersichtlich ist, sind die beiden Achsen, also f(x) = 0 und x = 0, Asymptoten der
Funktion f(x) =% .

[Als (unmatematische) Faustregel kann man sich merken, dass eine stetige Funktion mit einem Stift
durchgéngig ohne Abzusetzen (also ohne Liicken) in ein Achsenkreuz einzeichenbar ist. Wenn dies nicht
maoglich ist, handelt es sich um eine unstetige Funktion.]

5.4  Differentialrechnung

Die Funktion f(x) heif3t an der Stelle X, differenzierbar (= ableitbar), wenn folgender Grenzwert existiert:

Ableitung: F1(x) = lim - =T (%)
X—>Xo X—Xg

Statt Ableitung wird hdufig auch der &quivalente Begriff des Differentialquotienten verwendet. Betrachtet

man lediglich den Quotienten ohne den Grenzwert, so spricht man vom Differenzenquotienten:

f(x)— (%)
X—Xg

Differenzenquotient:
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Die Ableitung von f(x) entspricht der Steigung der Funktion an der Stelle x,. Dieser Sachverhalt lasst sich

geometrisch verdeutlichen, wenn man das folgende Schaubild naher betrachtet:

(%) A f
Sekante
L0
Tangente
f(x) — f(x0)
f(xo) X
Xo x > X

Abbildung 5.4Ableitung einer Funktion

Der Differenzenquotient

T09= (%) entspricht der Steigung der Sekante und der Differentialquotient
X

lim f(X)_ f(XO)
X—>Xg X—X0

(und damit die Ableitung) an der Stelle Xq entspricht der Steigung der Tangente durch

den Punkt (Xo; f(Xg)).

Néhert sich also x dem Wert X, an, so néhert sich auch die Sekantensteigung der Tangentensteigung im
Punkt x, an und damit der Ableitung an der Stelle X,. Fiir den rechnerischen Beweis wird an dieser Stelle

auf weiterfiihrende Literatur verwiesen.

Existiert der Differentialquotient fiir alle x, aus dem Definitionsbereich, so heifit die Funktion (global)

differenzierbar. Die Funktion f':x+> f'(X) wird als 1. Ableitung von f bezeichnet und man schreibt

df (x)

f'(X) oderauch ——= .
dx
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Ist die erste Ableitung wiederum differenzierbar, so nennt man die Ableitung der ersten Ableitung (also

(f'(x))" ) die zweite Ableitung und schreibt f'(X) . Ist eine Funktion f(x) (n—1) -mal differenzierbar, so

heiBt ™ (x) die n-te Ableitung.

Ableitungsregeln
Die Funktionen f :x+ f(X) und g: x> g(x) seien auf einer gemeinsamen Definitionsmenge diffe-

renzierbar, ¢ = const., dann gelten folgende Ableitungsregeln:

Summenregel: (f £g)= f'xg'
Faktorregel: (c-f)y=c-f'
Produktregel: (f-g)=f'g+f-g
Quotientenregel: (i)': w
g g

Kettenregel: (fog)=1(9)-g

Beispiel:

Leiten Sie die folgenden Funktionen einmal ab:

a) h(

Summenregel: h'

b) h(

Faktorregel: h'

c) g(

Produktregel: f = (5x3 —3) und g

X+3
x> -9

Mit Hilfe der 3. binomischen Formel ergibt sich:

d) f(x)=

F(x) = X+3 X+3 1
x> -9 (x+3)(x-3) x-3
Quotientenregel (%)'=w mit u=1 und v=x-3 ergibt u'=0 und v'=1, also:
v
. uv-u-v' 0-(x-3)-1-1 1
f1(a) = 2 2 2
v (x=3) (x=3)
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e) f(x)=(5x"+7)

Kettenregel (uov)'=u'(v)-v' anwenden auf u(v) = v2 und V(x) =5x>+7:
u'(v) =2v
v'(X) =10x

f'(X) = (UoV)=U'(v)-V'=2v-10x = 2- (5x* + 7) -10x =100x° +140x

[unmathematische Erklarung der Kettenregel: dufiere Ableitung multipliziert mit innerer Ableitung.

2¢c

In diesem Beispiel ,,auBen = (...)*  und ,,innen = 5x*+7¢ und damit:

4uRere Ableitung = 2 - (5x% + 7) Ableitung von (...)?
innere Ableitung = 10x Ableitung von 5x*+7
und damit: = ]

Ableitungen fiir spezielle Funktionen lassen sich jeder Formelsammlung entnehmen, die wichtigsten

werden (fir ¢ = const., r € R \ {0} und a beliebig) in der folgenden Tabelle (ohne Beweis) dargestelit:

f(x) f'(x)

c 0

c-x" cor-x?t

e* e*

a¥ a*-Ina

X x*-(1+1InXx)

In|x| 1
X

sinx COS X

COS X —sinx

tan x — =1+tan’x
oS X

cot x - _12 = —1—cot®x
sin® x

Tabelle 5.1 Ableitungsregeln

Regel von de I’Hospital
Sind die Funktionen f und g differenzierbar, gilt lim f(x) = lim g(x) =0 und g'(x) # 0, dann gilt:
X—Xo X—>Xg

de I’Hospital: tim 0 _ i L) falls Tim )

= existiert
xox% g(X)  xox% g'(x) X=X g'(X)
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Beispiel:
1) Berechnen Sie die folgenden Ableitungen:

a) F)=x*+2x3-x*-2
fro0)=4-x*1+2.3 531 —2.x¥1 = 4x® 1 6x% — 2x

b) f(x) =/x +3x3 —5x

1
f(x) = x2 +3x® —5x

f'(x) =;x;_1+3-3-x“—5:;x_; +9x° —5=%-(\/§)_1 +9x° —5=2\1/;+9x2 -5
2) Berechnen Sie die 3. Ableitung zur Funktion f(X) = X2 +3x3—4x% +7.

f'(x) =5x* + 9x* —8x

f''(x) = 20x° +18x -8

f''(x) = 60x% +18

2 J—
3) Berechnen Sie den Grenzwert der Funktion lim 3x° ~16x+16

x>43x2 —18x+24
f(x) = 3x* —16x+16
g(x) = 3x* —18x + 24
Bedingungen fiir ’'Hospital:
m f(x)= yﬁn;(:ax2 —16x+16) =48-64+16 =0 und
limg(x) = liﬂl(SXz —18x+24)=48-72+24=0,
f'(x) =6x—-16 und g'(x) =6x—18 existieren und g'(x) = 0, also gilt:

. 3x?-16x+16 . f(x) .. f'(x) . 6x-16 24-16
lim 5 = lim =lim = lim =
x>43x% —18x+24 x->4g(x) x->4Q'(x) x->46x-18 24-18

_8_4
6 3

55 Extremwerte

Als Extremwerte bzw. Extrema werden alle Hoch- und Tiefpunkte einer Funktion bezeichnet. Hierbei
kann es sich sowohl um lokale Extrema als auch um globale Extrema handeln. Ein lokales (oder auch
relatives) Extremum liegt dann vor, wenn die so genannte Extremalbedingung fur ein Intervall des Defini-
tionsbereiches gilt. Gilt die Bedingung fur alle Werte aus dem Definitionsbereich, so handelt es sich um
ein globales (oder auch absolutes) Extremum. Statt Hochpunkt findet man auch hdufig die Bezeichnung

Maximum und statt Tiefpunkt die Bezeichnung Minimum.
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f(x) |

»

globales

Maximum

lokales Ma-

lokales Ma- .
Ximum

ximum

lokales Mi-

nimum

globales

Minimum

Abbildung 5.5 Extremwerte einer Funktion

Gilt f(xy) = f(x), so besitzt die Funktion f(x) an der Stelle x, ein Maximum. Gilt diese Bedingung fir

alle x aus dem Definitionsbereich, so handelt es sich um einen absoluten Hochpunkt, gilt die Bedingung
nur fur eine Teilmenge des Definitionsbereiches, so liegt ein relativer Hochpunkt vor.

Da die Tangente in diesem Hochpunkt (xo; f(Xo)) eine zur x-Achse parallele Gerade darstellt, ist ihre Stei-
gung 0. Das bedeutet, dass die 1. Ableitung von f(x) an der Stelle X, jedoch auch den Wert 0 annehmen

muss, weshalb als Kriterium fiir die Existenz eines Hochpunktes gilt:

Maximum (Hochpunkt): f'(%) =0 und f'(xg) <0

Gilt f(xy) < f(x), so besitzt die Funktion f(x) an der Stelle x, ein Minimum. Gilt diese Bedingung fir

alle x aus dem Definitionsbereich, so liegt ein absoluter Tiefpunkt vor. Gilt die Bedingung lediglich fur
eine Teilmenge des Definitionsbereiches, so handelt es sich um ein relatives Minimum.

Als Kriterium fiir die Existenz eines Tiefpunktes gilt:

Minimum (Tiefpunkt): f'(%) =0 und f' (%) >0

Steigung

Das Steigungsverhalten einer Funktion l&sst sich auch mit Hilfe der Differentiation bestimmen. Dabei

lasst sich die Art der Monotonie an der 1. Ableitung der Funktion f'(x) fir die einzelnen Werte ablesen:

streng monoton steigend: f'(%) >0

streng monoton fallend: f'(%) <0
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Ist dabei f'(x,) =0, so befindet sich an dieser Stelle der Kurve ein Extremum.

Hat eine auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetige und differenzierbare Funktion f an den Stellen a

und b denselben Funktionswert (also gilt f(a) = f (b)), so gibt es mindestens eine lokale Extremstelle

im Inneren des Intervalls [a, b]:

Satz von Rolle: f(a)=f() = mind. eine Extremstelle existiert in [a, b]

Der Beweis lasst sich geometrisch veranschaulichen, insbesondere wenn man sich verdeutlicht, dass an 2

Stellen a und b nur dann die Funktionswerte f(a) und f(b) Ubereinstimmen kénnen, wenn sich innerhalb

S

dieses Intervalls [a, b] die Kurve ,,umdreht™:

f(x) A

F(@)=F(D) |- 5pff === mmmmmm o m oo
;

Abbildung 5.6 Satz von Rolle

Beispiel:
Untersuchen Sie die Funktion f(x) = 2x® —9x? +12x—2 auf Extrempunkte.

Gegeben: f(x)
Gesucht: Extrema

Ableiten der Funktion ergibt:

f'(x) = 6x> —18x +12

Gleichsetzen der 1. Ableitung mit Null als Kriterium fir ein Extremum:
f'(x) =0 < 6x° —18x+12=0

Per Mitternachtsformel nach x auflésen ergibt:

18+/(18)-4*6*12 _18+1/324-288 18+36 1846

*u2 2%6 12 12 12
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1846 24

18-6 12
12 12

=2 und e =TT

Uberpriifung des Kriteriums f"(x) :

f'(x) =12x-18

Einsetzen von x; resp. X, liefert:

f'(x)=f(2)=12-2-18=6 >0 also Minimumbei x =2,
f'(x,)=1f@=12-1-18=-6 <0 also Maximum bei x, =1.
Also hat die Funktion folgende Extrema:
f)=21°-9.12+12.1-2=3

Hochpunkt bei H(1; 3).

f(2)=2.22-9.22412.2-2=2

Tiefpunkt bei T(2; 2).

Um zu Uberprifen, ob es sich hierbei um globale oder lokale Extrema handelt, kann man beispielsweise
die Grenzwerte fur X —o0 und X — —o berechnen und erhalt:

lim f(x) = lim(2x3 —9x? +12x —2) = |im(x3-(2—9-1+12-i2—2-i3))
X300 X—>00 X—>00 X X X

= lim x3- |im(2—9-3+12-i2—2-i3)= limx3-(2-9-0+12-0-2-0) = lim x®-2= 0

X—>00 X—>00 X X X X—>00 X—>00

bzw. lim f(x)= lim (2x® -9x? +12x—-2) = lim x®.2=—0
X—>—00 X—>—00 X—>—0

D.h. es handelt sich bei den berechneten Extrema lediglich um lokale Extremwerte.

[Zur Veranschaulichung kénnen Sie die Funktion in ein Achsenkreuz einzeichnen.]
5.6  Wendepunkte

Das Kriummungsverhalten einer Funktion lasst sich auch mit Hilfe der Differentiation bestimmen. Ist

namlich die 2. Ableitung einer Funktion f(x) stetig, so lasst sich die Art der Krimmung an f"(x) fur die

einzelnen Werte ablesen:
konvex: f'(x) >0
konkav: (%) <0
Ist dabei f'(x,) =0, so lasst sich keine Aussage uber das Krimmungsverhalten der Funktion treffen,

denn die Kurve befindet sich an dieser Stelle im Ubergang von einer Links- in eine Rechtskurve (oder

umgekehrt). Diese Stelle wird als Wendepunkt bezeichnet.
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f(x)

Wendepunkt

><V

Xo

Abbildung 5.7 Wendepunkt einer Funktion

Man erhélt demnach als Kriterium flr einen Wendepunkt:

Wendepunkt: (%) =0 und (%) =0

Ein Wendepunkt mit einer horizontalen Wendetangente (also mit f'(x,) = 0) wird auch als Sattelpunkt

(oder Terrassenpunkt, Stufenpunkt) bezeichnet.

f(x)

<Y

Xo

Abbildung 5.8 Sattelpunkt einer Funktion

Beispiel:
Betrachten Sie die Aufgabe aus Beispiel 9.05, f(x)=2x*>—9x%+12x—2, und bestimmen Sie fiir die

Funktion f(x) die Wendepunkte, sofern welche existieren. Was kann (ber das Krimmungsverhalten der
Funktion ausgesagt werden?
Gegeben: f(x)
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Gesucht: f"(x), f"'(x)
f(x) =2x3—9x? +12x -2
f'(x) = 6x% —18x +12
f"(x) =12x-18
f''(x) =12
Wendepunkt: f"(x)=0<12x-18=0<12x=18 < x=15
Da f'"'(x)=12>0 fir alle x aus dem Definitionsbereich gilt, existiert ein Wendepunkt bei x=15.
Berechnung des zugehorigen Funktionswertes:
f(15)=2-15°-9-15° +12-15-2=25
D.h. es gibt einen Wendepunkt: W(1,5; 2,5).
Krimmungsverhalten:
f"(x) =12x—18 ist zu untersuchen, also:
f'(x)=12x-18>0< x>15
D.h. die Funktion f(x) ist im Intervall (1,5; c) konvex.
f'(x)=12x-18<0 < x<15

D.h. die Funktion f(x) ist im Intervall (—oo; 1,5) konkav.

[Auch hier wird der Sachverhalt verdeutlicht, wenn Sie die Funktion in ein Achsenkreuz einzeichnen.]
5.7  Kurvendiskussion

Mit dem Begriff Kurvendiskussion wird in der Mathematik (und insbesondere in der Analysis) die umfas-
sende Untersuchung einer Funktion bezeichnet. Hierbei werden Aussagen zum Definitionsbereich der
Funktion getroffen, Eigenschaften wie Monotonie, Krimmung und Symmetrie detailliert beschrieben und
unter Berucksichtigung der Stetigkeit Nullstellen, Hoch- und Tiefpunkte sowie Wendepunkte berechnet.
Haufig rundet eine grafische Darstellung die Diskussion ab.

Das mathematische Handwerkszeug fiir eine ausfiihrliche Kurvendiskussion wurde in den vorherigen
Kapiteln bereits erlautert, weshalb hier lediglich die bendtigten Formeln noch einmal Ubersichtlich darge-
stellt werden:

Definitionsbereich: Festlegung des Definitionsbereiches
Monotonie:

monoton steigend: <X = )< T10)

streng monoton steigend: x <X, = f(X) < f(X) oder f'(x)>0
monoton fallend: <X = 10q)2T(x)

streng monoton fallend:  x, <x, = f(x)> f(xy) oder f'(x) <0
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Symmetrie:

Spiegelsymmetrisch:

Punktsymmetrisch:
Asymptoten:
Stetigkeit:

Nullstelle N(Xo; f(Xo)):
Hochpunkt H(xo; f(Xo)):
Tiefpunkt T(Xo; f(Xo)):
Wendepunkt W(Xo; f(Xo)):

Krimmung:

Grafische Darstellung:

flx+x) =f(x-%)
f(xo+X)+ (% —X)=2-1(x)
Grenzwertberechnung fur Definitionslicken und x — 400

lim f(x) =w existiert
X—=Xo

f(x) =0

f'(X) =0 und  f"(xy) <O
f'(%)=0 und  f"(X) >0
f'(%)=0 und f"'(xy)#0

f'(x)>0 konvex
f*"(x)<0 konkav

Einzeichnen der Funktion in ein Achsenkreuz

Die obige Darstellung ist eine Aufzdhlung aller moglichen Punkte, die bei einer Kurvendiskussion An-

wendung finden kénnen. Die Reihenfolge der Abarbeitung spielt dabei (neben der Minimierung des Re-

chenaufwandes) keine wesentliche Rolle. Auch kdnnen je nach Fragestellung und Situation einige Punkte

unberiicksichtigt bleiben.

Beispiel:

Fihren Sie fiir f(x) =X +3x*+5x° +11x* =20 eine Kurvendiskussion durch.

Gegeben: f(x)

Gesucht: Nullstellen, Extrema, Wendepunkte, etc.

f(x) = x° +3x* +5x3 +11x* - 20

Definitionsbereich: x € R, keine Einschrdnkungen

Als Polynom ist die Funktion ohne Definitionsliicken stetig.

Bestimmung der Nullstellen:

f(x) =0 x> +3x* +5x3 +11x* =20 =0

Durch Polynomdivision erhélt man fiir x;, = -2 und fur x, =1.

Also hat die Funktion f(x) die folgenden Nullstellen:

N1(=2; 0) und N,(1; 0)

Bestimmung der Extrema:

f'(x) = 5x* +12x3 +15x2 + 22x

f1'(x) = 20x3 +36x% + 30X + 22

f''(x) = 60x% + 72x+30
Also f'(x)=0:
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f1(x) = 5x* +12x3 +15x2 + 22x = x- (5x% +12x? +15x +22) = 0
Also x=0 oder x =-2 (durch Probieren, Polynomdivision oder Ablesen aus Schaubild).
f"(0)=20-0+36-0+30-0+22=22>0 also Tiefpunkt bei x = 0, Einsetzen in f(x) ergibt:
f(0)=0°+3-0%+5.0°+11-0° =20 = —20
Also hat die Funktion f(x) folgenden Tiefpunkt:
T(0; —20)
f"(=2) =20-(-2)° +36-(=2)% +30- (=2) + 22 = —160+144—60+22 =54 <0 also Hochpunkt, Ein-
setzen von x = -2 in f(x) ergibt:
f(-2)=0
Also hat die Funktion f(x) folgenden Hochpunkt:

H(-2; 0), dieser ist mit der Nullstelle N, identisch.

Bestimmung der Wendepunkte:
f(x) = 20x® +36x% +30x+22 =0
Hier lasst sich die Losung naherungsweise mit dem Newton Verfahren (oder durch Probieren bzw. mit

einem Computer) bestimmen zu x = —1,29734. Zur Erlduterung des Newton Verfahrens zur Nullstellen-

bestimmung wird auf weiterfilhrende Literatur verwiesen.
f'"'(-1,297) =60-(-1,298)*> + 72-(-1,297) + 30 =37,58 = 0
Einsetzen in f(x) liefert:
f(X) = (-1,29734)° +3-(—1,29734)* +5- (—1,29734)° +11- (-1,29734)2 — 20 = —7,580
Also ergibt sich fur den Wendepunkt W(-1,29734; —7,580).
Die Funktion ist links vom Wendepunkt, also im Intervall (—oo; —1,29734) konkav, rechts davon, also im

Intervall (—1,29734; ), konvex.

Einzeichnen in ein Achsenkreuz ergibt das folgende Schaubild:

f(x)
150 ~

100 A

50 A

3 -2w 2 X

-50 -

Hieraus sind leicht weitere Eigenschaften der Funktion f(x) ersichtlich:
f(x) ist im Intervall (—o; —2) streng monoton steigend, ebenso im Intervall (0; o). Im Intervall (-2; 0) ist f

streng monoton fallend.
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Beziiglich des Verhaltens am Rand, also bei oo, ergibt sich:

lim f(x)= lim (x5-(1+§+32+1—§—2—8))= lim (x°-1) = —o0
X—>—00 X—>—00 X X X X X—>—00

lim f(x) = Iim(x5~(l+§+%+%—2—g)) =lim(x*>-1) =
X—0 X—0 X X X X X—>0

Die Funktion besitzt also keine Asymptoten. Zudem ist sie nicht symmetrisch.
5.8  Integralrechnung

Unbestimmtes Integral

Die meisten mathematischen Operationen besitzen Umkehroperationen, die den durchgefiihrten Rechen-
vorgang wieder riickgdngig machen, also beispielsweise ist die Subtraktion die Umkehroperation zur
Addition, die Division zur Multiplikation, das Wurzelziehen zum Potenzieren und so fort. Die zur Diffe-
rentialrechnung zugehdrige Umkehrfunktion ist die Integralrechnung, d.h. mit Hilfe dieser Integralrech-
nung wird aus der differenzierten Funktion wieder die urspriingliche Funktion hergestellt. Beispielsweise

erhélt man aus der 1. Ableitung f’(x) durch Integrieren die urspriingliche Funktion f(x).

Ist f(x) eine reelle Funktion, dann heil3t F(x) Stammfunktion von f, wenn F differenzierbar ist und fir alle
X aus dem Definitionsbereich gilt:

Stammfunktion: F'(xX)=f(x)
Da jedoch die Ableitung einer beliebigen Konstanten ¢ Null ergibt, existieren fur f(x) mehrere Stamm-

funktionen. Die Menge all dieser Stammfunktionen von f wird als unbestimmtes Integral von f bezeichnet
und man schreibt dafir:

Unbestimmtes Integral: I f (x) dx

Dabei ist das Zeichen j das Integralzeichen, f(X) der Integrand und X ist die Integrationsvariable,
dargestellt durch dx . Zudem gilt:

jf(x) dx = F(X) +¢

Ist eine reelle Funktion stetig oder monoton, so ist sie integrierbar. Die Umkehrung dieses Satzes ist je-
doch falsch.

Integrationsregeln

Auch fir die Integrationsrechnung gibt es verschiedene Regeln:
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Linearitat:

Partielle Integration:

Kurzfassung:

Integration durch Substitution:

Sonderfall:

J.(f(x)ig(x)) dx:J'f(x) dxtjg(x) dx
jc-f(x)dx:c-jf(x)dx

Iu‘(x) -V(X) dx = u(x) - v(x) —_fu(x) -V'(x) dx

J.u'~v dx:u-v—ju-v‘ dx

jf(g(x)) -g'(x) dx = jf(u) du  mit u=g(x) und du=g'(x) dx

F00 4y -
Imdx_ln|f(x)|+c

falls f(x) =0 fiir x e Definitionsbereich

Integrale fur spezielle Funktionen lassen sich jeder Formelsammlung entnehmen, die wichtigsten werden

furc=const.,a € R, b € R, r € R\ {-1} im Folgenden (ohne Beweis) dargestellt:

_[de=c

Iadx:ax+c

r+l
r+1

a
ax" dx=——x"+c¢

j(ax+b)r dx =

(aX + b)r+l
a-(r+1)

'[l dx = In|x|+¢
X

J.«/ax+b dx = %,/(amb)3 +c

X

a

.[ax dx=—+cC
Ina

Iekx dx =%ekx +c

jlnx dx=x-Inx—x+c

Isinx dx =—cosX+cC

jcosx dx =sinx+c

Tabelle 5.2 Integrationsregeln
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Die erste Ableitung einer Funktion kann geometrisch als Steigung interpretiert werden. Leider ist fir das
unbestimmte Integral keine geometrische Deutung mdglich. Dies gelingt erst bei der Betrachtung des
bestimmten Integrals.

Bestimmtes Integral
Im Unterschied zum unbestimmten Integral wird beim bestimmten Integral das Integral innerhalb eines
Intervalls betrachtet. Als bestimmtes Integral der Funktion f in den Grenzen a und b wird daher der fol-

gende Ausdruck definiert:
b
Bestimmtes Integral: .f f(x) dx
a

Dabei ist a die untere und b die obere Integrationsgrenze. Geometrisch gesehen beschreibt das bestimmte

Integral die Flache zwischen der Funktion und der x-Achse im Intervall von a bis b:

/f
//_\_/

v

a b
Abbildung 5.9 Bestimmtes Integral

Schneidet die Funktion f die x-Achse innerhalb des Intervalls von a nach b in beispielsweise den beiden
Punkten ¢ und d (d.h. die Funktion f besitzt fir x = ¢ und x = d Nullstellen), so besteht der gesuchte
Flacheninhalt aus mehreren Teilen, die getrennt berechnet werden missen. Denn wenn die Funktion un-
terhalb der x-Achse liegt, ist das Integral negativ und verfélscht damit die Berechnung der Flache. Um

dennoch die Gesamtflache berechnen zu kénnen, werden die Betrége der einzelnen Teilflachen addiert.

Somit ergibt sich:

b
[ 109 dx= + + =R+ |Fo| +|Fs| :
a

jf(x) dx

d
-jf(x) dx

b
jf(x) dx
d
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F=|F +|F + |F3 f

Fi
Fs

] Wj 0

Abbildung 5.10 Bestimmtes Integral einer Funktion mit Nullstellen

v

x

Zu beachten ist hierbei, dass das Integral unterhalb der x-Achse negativ ist, bei der Flachenbetrachtung
aber lediglich die Betrdge der Flachen Berticksichtigung finden. Das bedeutet, dass das bestimmte Integ-
ral und die absolute Gesamtflache nicht immer gleich sind. Daher ist es bei einer Aufgabenstellung mit
Flachenberechnung ratsam, die Funktion zundchst auf Nullstellen zu untersuchen, um zu erkennen, in

welchen Teilintervallen das Integral negativ wird.

Ist der Flacheninhalt zwischen zwei Funktionen f(x) und g(x) zu bestimmen (also f(x) > g(x) im Intervall

b
[a; b]), so ist das Integral der Differenz, also von j(f(x) —g(x)) dx zu berechnen:
a

y
A
/ f
—
F

-~ !
| :\
| : g
a Ib 'x

Abbildung 5.11 Integral der Differenz zweier Funktionen

Fur die tatséchliche Berechnung von bestimmten Integralen wird der folgende Satz herangezogen:
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Hauptsatz der Integralrechnung

Ist f eine integrierbare Funktion auf R mit einer beliebigen Stammfunktion F, so gilt:

b
J‘f(x) dx = F(b) - F(a)

D.h. zur Berechnung eines bestimmten Integrals einer stetigen Funktion f(x) ist zunachst die Stammfunk-
tion F(x) zu bestimmen und sodann die Formel aus dem Hauptsatz der Integralrechnung anzuwenden.

Haufig findet sich auch die folgende Schreibweise:

b
jf(x) dx =[F(x)]2 = F(b)-F(a)

Die zuvor aufgestellten Regeln fiir unbestimmte Integrale gelten analog fur bestimmte Integrale.

Beispiel:
1) Wie lautet die zugehorige Stammfunktion zu f(x) = x* 2

f(x)=x*

1.5
F(x)==x"+c
() =2

Test: F(X) =%x5+c: F'(x) :S-éx4+0: x*

Da c abgeleitet Null ergibt, kann fir c jeder beliebige Wert eingesetzt werden.

2) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

a) j (9%x% - 2) dx

J'(9x2 —2)dx =3x3 —2x+c¢

2x3
b) d
J‘x+1
2x3 2x3
I— du=—— u+c
X+1 X+1

denn hier ist aufgrund von ,, du “ nicht nach x zu integrieren, sondern nach u!
3) Bestimmen Sie die Stammfunktion der folgenden Funktionen:
a) f(x)=6x-5

(Linearitat) F(x) = J‘6x —5dx =3x*> -5x+c¢

b) f(x)=+vx+3
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F(x):J'\/;+3dx:§~\/F+3x+c
1
c) f(X)=7

F(x)=_‘-% dx=J.x‘2 dx=ﬁx‘2”+c=—x‘l+c=—%+c

d) f(x)=12x° —5x* +3x% —x+2-/x -3
F(x) :j12x5—5x4+3x2—x+2-\/;—3 dx:2x6—x5+x3—%x2+%~\/5—3x+c

e) g(
(partielle Integration) und

ergibt und

und damit: (Iu'-v dx:u-v—J'u~v‘ dx)

f)
(jf(g(x)) -g'(x) dx = jf(u) du  mit u=g(x) und du=g'(x) dx

Substitution: u also und also

Nach dx aufldsen: -
Einsetzen ergibt: - _

Integrieren ergibt: - -

Re-Substition von 5:

4) Berechnen Sie die Fliche unter der Funktion f(x) =6x® zwischen den Integrationsgrenzen 1 und 4.

Gegeben: f
Gesucht: _[ f

4 4
[0 ax=[6x de=[2¢+c ] =F@)-FO =4 +0-(2-0+0)
1 1

=2-64+c—-2-1-c=128-2+c—-c=126
Die Konstante c fallt bei der Berechnung immer weg, d.h. es kann stets von einer beliebigen Stammfunk-

tion (mit beliebiger Konstante) ausgegangen werden.
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5.9  Wirtschaftswissenschaftliche Anwendungen der Differential- und Integralrechnung

In den Wirtschaftswissenschaften steht bei Fragestellungen haufig eine 6konomische Funktion im Mittel-
punkt, die mit Hilfe einer Kurvendiskussion naher charakterisiert werden soll. In der Praxis sind dies

beispielsweise Funktionen zur Berechung von Kosten, Umsatz oder Gewinn.

Kostenfunktion

Ist eine Kostenfunktion K(x) fiir die Produktionsmenge X gegeben, so erhédlt man die zugehdrigen
Grenzkosten aus der 1. Ableitung. Diese Grenzkostenfunktion K'(x) gibt ndherungsweise an, wie sich
die Gesamtkosten &ndern, wenn die Produktionsmenge x um eine Einheit verandert wird (und das erspart
haufig Rechenaufwand zur exakten Berechnung).

Die allgemeine Kostenfunktion K(x) setzt sich im linearen Fall aus den von der Menge x unabh&ngigen
Fixkosten und den von der Menge x abhé&ngigen variablen Kosten zusammen. Mathematisch lasst sich die

lineare Kostenfunktion daher schreiben als K(X) = K, - X+ K .

Héufig hat die Kostenfunktion jedoch auch einen progressiven, einen degressiven oder einen S-férmigen
Verlauf. Auf die mathematische Darstellung solcher Funktionen wird im Rahmen dieses Moduls jedoch

verzichtet und auf spezielle makro- und mikro6konomische Literatur verwiesen.

Beispiel:
Asterix hat fur seinen Freund Obelix die Kostenfunktion fiir die Produktion der Hinkelsteine ermittelt; sie

2
lautet K (X) = = +2x+20.
10

Wie hoch sind die Grenzkosten bei einer Produktionsmenge von 5 Hinkelsteinen?
Gegeben: K(x)
Gesucht: K'(5)

K'(x):i—g+2=§+2

K'(5)=§+2=3

Bei einer Produktionsmenge von 5 Hinkelsteinen betragen die Grenzkosten 3 Sesterzen.
[Exakte Berechnung: K(6) — K(5) = 35,6 — 32,5 = 3,10 Sesterzen.]

Umsatzfunktion
Der Umsatz ergibt sich aus der Multiplikation von Preis p und Menge x zu U(X) = p-X . In der Praxis ist

dabei der Preis hdufig eine konstante GroRe, da Unternehmen mit einem geringen Marktanteil den Preis

nicht beeinflussen kénnen. Auch hier ist die 1. Ableitung der Umsatzfunktion die Grenzumsatzfunktion
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und gibt naherungsweise an, um welchen Betrag sich der Umsatz bei Anderung der abgesetzten Menge

um eine Einheit andert.

Beispiel:
Salpetrix hat ein neues Massagedl auf den Markt gebracht, welches er zu 12 Sesterzen das Flaschchen
verkauft. Wie lautet die Umsatzfunktion in Abhéngigkeit der verkauften Flaschchen?

X: Anzahl der verkauften Flaschchen

Gewinnfunktion
Der Gewinn berechnet sich aus Umsatz abziiglich der Kosten, d.h. fur die Gewinnfunktion ergibt sich

G(x) =U(x) —K(x) . Die Grenzgewinnfunktion G'(X) gibt dabei naherungsweise an, wie sich der Ge-

winn andert, wenn die Produktionsmenge x um eine Einheit veréndert wird.

Liegt einem Unternehmen die Gewinnfunktion vor, so I&sst sich hieraus die Gewinnmaximierung mathe-
matisch berechnen, indem man das Maximum der Gewinnfunktion ermittelt. Das bedeutet, man setzt
G'(x)=U'(x)—K'(x)=0.

Beispiel:
Beim Kostimproduzenten Narrenfix ergibt sich fiir den Verkauf von Kostiimen eine Gewinnfunktion von

— — . Bei welcher Produktionsmenge liegt das Gewinnmaximum?

- — via Mitternachtsformel:

Bei 32 Stiick.

Integralrechnung

In den Wirtschaftswissenschaften hat die Integralrechnung nur eine geringe Bedeutung, da ihre Anwen-
dungsmaoglichkeiten begrenzt sind. Die beiden Hauptanwendungsbereiche sind dabei zum einen die Um-
kehrung der Differentiation und zum anderen die Berechnung von Flachen, die von 6konomischen Funk-

tionen eingegrenzt werden.

Bei der erstgenannten Anwendung geht es dabei lediglich darum, vom Grenzverhalten einer 6konomi-
schen Funktion auf die Funktion selbst zu schlie3en.
Bei der anderen Anwendung, ndmlich der Flachenberechnung, ist insbesondere die Bestimmung der so

genannten Konsumentenrente und Produzentenrente zu nennen.

89



Hierbei wird von einem durch Angebot und Nachfrage bestimmten Gleichgewichtspreis (x*; p*) ausge-

gangen. Die Konsumentenrente (oder auch consumer’s surplus) beschreibt dabei den zuriickbehaltenen

Betrag, den sich die Kaufer dadurch sparen, dass der Gleichgewichtspreis doch geringer ausgefallen ist

als ihre personliche Kaufschwelle. Denn eigentlich hétte ein Teil der Kaufer das Produkt auch zu einem

héheren Preis als dem Gleichgewichtspreis erworben. Dieser dadurch erzielbare héhere Umsatz, der je-

doch eingespart wurde, fiihrt zur Konsumentenrente, die in der folgenden Grafik schraffiert wurde:

Preis p \
Pmax Konsumen-
tenrente Angebot
p* _____________
Prmin
Nachfrage
xX* Menge x

Abbildung 5.12 Konsumentenrente

Analog verhélt es sich mit der Produzentenrente (oder auch producer’s surplus): Einige Produzenten

waéren bereit, ihre Produkte auch zu einem niedrigeren Preis als dem Gleichgewichtspreis zu verkaufen.

Die durch den Gleichgewichtspreis erzielten Mehreinnahmen entsprechen der Produzentenrente, die in

der folgenden Grafik schraffiert wurde:

Preis p

pmax

pmin

A

Produzen-
tenrente

Angebot

Nachfrage

»

X* Menge x

Abbildung 5.13 Produzentenrente
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Die beiden Flachen und damit die Konsumenten- sowie die Produzentenrente lassen sich bei linearen
Funktionen (wie in der Grafik) mittels geometrischen Berechnungen bestimmen, bei komplizierten Funk-

tionen ist hierfir jedoch das Integral notwendig.
Beispiel:
Automatix hat in seinem Produktsortiment unter anderem eine besondere Axt, deren Nachfragefunktion
1
durch p= _E x?+20 beschrieben wird. Berechnen Sie die Konsumentenrente der gallischen Dorfbe-
wohner bei einem Marktpreis von 15 Sesterzen.
1,
Gegeben: p = _EX +20, p*=15

Gesucht: Konsumentenrente

Zur besseren Ubersichtlichkeit wird zunachst die Nachfragefunktion in ein Achsenkreuz eingezeichnet
und der Marktpreis p* (= Gleichgewichtspreis) gestrichelt hinzugefiigt sowie die gesuchte Konsumenten-
rente schraffiert:

Aus der Grafik ist ersichtlich, dass Automatix bei einem Marktpreis von 15 Sesterzen 5 Axte verkauft.
Um die schraffierte Flache zu erhalten, ist vom Integral von p im Intervall (0; 5) noch das unschraffierte

Quadrat abzuziehen:

5
RKonsum = J. p dx — ARechteck
0

Bestimmung des Integrals von p in den Grenzen 0 und 5 ergibt:

2 rO] 1 > 1
jp dx:j(——x2+20) dx:{——x3+20x} == .53120.5-(——-.0%+20-0)
) 15 15 . 15 15
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— 2 100=215 L 9167
3 3

Der Flacheninhalt eines Rechtecks berechnet sich aus dem Produkt von Lange mal Breite, also:
ARechteck =5-15=75

Und damit ergibt sich die Konsumentenrente zu:

275 50
P dX — Agechieck = =3 75 = 3 ~ 16,67

RKonsum =

O —
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6  Wahrscheinlichkeitsrechnung

Zusammenfassung
- von Kapitel 6 -

Wichtige Teilgebiete der Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind die
e  Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie,
e Grundzuge der Mengenlehre, der
o  Klassische Wahrscheinlichkeitshegriff, das
e Axiomensystem und die Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten sowie die vier Félle der

e Kombinatorik.

Lernziele
Der Studierende soll mit den
e grundlegenden Begrifflichkeiten der Wahrscheinlichkeitstheorie vertraut sein sowie die fir die

e  Wahrscheinlichkeitsberechnung notwendigen Mdéglichkeiten mittels der

o  Kombinatorik (mit und ohne Wiederholung und mit und ohne Zurticklegen) berechnen kénnen.

Literaturhinweise
Wewel, Max C. (2010): Statistik im Bachelor-Studium der BWL und VWL, Hallbergmoos.
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6.1  Grundbegriffe und Mengenlehre

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, bei welcher Zufallsvorgange untersucht werden, bildet die Basis fir

die Methoden der mathematischen Statistik.

Zufall
Ein Zufall ist ein nicht vorauszusehendes Ereignis.

Zufallsexperiment
Unter einem Zufallsexperiment versteht man einen Vorgang, der unter konstanten Rahmenbedingungen

beliebig wiederholbar ist und dessen Resultat nicht sicher vorhergesagt werden kann.

Elementarereignis
Jedes Zufallsexperiment besitzt mehrere mogliche elementare Ereignisse, von welchen bei jeder einzel-
nen Durchfiihrung des Experiments jeweils nur eines eintreten kann. Diese Ereignisse heillen Elementar-

ereignisse und werden mit o, o, ..., @, bezeichnet.

Ereignisraum
Die Menge aller zu einem Zufallsexperiment gehdrigen Elementarereignisse heil3t Ereignisraum oder

Ereignismenge und wird mit Q = {w;, oy, ..., ®,}bezeichnet.

Zufalliges Ereignis
Ereignis oder auch zufélliges Ereignis wird jede beliebige Teilmenge des Ereignisraumes genannt. Die
Ereignisse werden haufig mit A, B, ... bezeichnet und bestehen aus einem oder mehreren Elementarereig-

nissen.

Sicheres Ereignis

Man spricht von einem sicheren Ereignis, wenn das Ereignis A immer eintritt, d.h. A= Q.

Unmadgliches Ereignis
Ein unmdgliches Ereignis ist dann gegeben, wenn das Ereignis A sicher nicht eintritt, d.h. es gilt A = &.

[Anmerkung: & bezeichnet die leere Menge]

Beispiel:

Einmaliges Werfen eines idealen Wirfels. ,,Ideal” bedeutet hierbei, dass jede der sechs Seiten mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit eintritt.

Zufall: Ergebnis beim Wirfeln.

Zufallsexperiment: einmaliges Werfen dieses Wurfels.

Elementarereignis: ein mogliches Ergebnis, also z.B. die Zahl ,,4*, o = {4}.
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Ereignisraum: QQ (Omega) ist die Menge der mdéglichen Zahlen, also Q = {1; 2; 3; 4; 5; 6}

Zufilliges Ereignis: z.B. das Ereignis ,,gerade Zahl“, also A = {2; 4; 6}

Sicheres Ereignis: Es kommt auf jeden Fall eine Zahl von 1 bis 6.

Unmdgliches Ereignis: B = {7} ist ein unmdgliches Ereignis, da die Zahl 7 nicht gewiirfelt werden kann.

Aquivalenzereignisse
Als Aquivalenzereignisse werden Ereignisse bezeichnet, die identisch sind, d.h. genau dann, wenn A
eintritt, tritt B ein und umgekehrt. Es gilt A = B.

Q

Abbildung 6.1 Aquivalenzereignisse

Teilereignis

Wenn alle Ereignisse, die in A enthalten sind, gleichzeitig auch in B enthalten sind, spricht man von einer
so genannten Relation A < B (,,A ist Teilereignis von B oder auch ,,B enthélt A“). Hierbei wird nicht
zwischen A < B und A < B unterschieden, sondern das Zeichen < wird sowohl fiir das echte als auch

unechte Teilereignis verwendet.

2

Abbildung 6.2 Teilereignisse

Komplementérereignis

Ein Ereignis, das genau dann eintritt, wenn A nicht eintritt, heilt das zu A komplementére Ereignis oder

Komplementérereignis von A und wird mit A (auch ,,nicht A“) bezeichnet.
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Abbildung 6.3 Komplementérereignisse

Vereinigung von Ereignissen

Die Vereinigung A U B umfasst alle Elementarereignisse, die in mindestens einem der Ereignisse A oder

B enthalten sind.

Q0

7

Abbildung 6.4 Vereinigung von Ereignissen

Durchschnitt von Ereignissen

Der Durchschnitt A n B umfasst alle Elementarereignisse, die in beiden Ereignissen A und B gleichzeitig

enthalten sind.

Q

74

Abbildung 6.5 Durchschnitt von Ereignissen
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Disjunkte Ereignisse
Gibt es kein Elementarereignis, das sowohl zu A als auch gleichzeitig zu B gehort, so sind die beiden
Ereignisse disjunkt, d.h. wenn A eintritt, tritt B nicht ein (denn die Schnittmenge ist leer).

EsgitAnB=0.

Q

Abbildung 6.6 Disjunkte Ereignisse

Differenz von Ereignissen
Das Ereignis A — B (auch A \ B, ,,A ohne B*) ist das Ereignis, welches aus den Elementarereignissen

gebildet wird, die in A aber nicht in B enthalten sind, und wird mit Differenz bezeichnet.

Q

Abbildung 6.7 Differenz von Ereignissen

Beispiel:

1) Eine Urne U1 enthalt rote und schwarze Kugeln, eine Urne U2 weil3e und schwarze Kugeln. Zunéchst
wird aus U1, dann aus U2 eine Kugel gezogen und beide Male die Farbe notiert.

Wie lautet die Ergebnismenge?

S={rw, rs, sw, ss}

2) In einer Urne befinden sich eine rote, eine schwarze und eine weiRe Kugel. Man zieht ohne Zuriickle-
gen Kugel um Kugel, bis man die rote Kugel gezogen hat.

a) Geben Sie die Ergebnismenge an, wenn die Anzahl der Ziige interessiert.

S={1,2,3}

b) Geben Sie die Ergebnismenge der Reihenfolge, in der die Farben gezogen werden, an.

S ={r, sr, wr, swr, wsr}

¢) Zeichnen Sie ein Baumdiagramm.

97



S —FF I

[Wéren a) und b) mithilfe dieses Baumdiagramms einfacher zu beantworten gewesen?]
6.2  Wahrscheinlichkeitsbegriff

Wahrscheinlichkeit

Die Wahrscheinlichkeit quantifiziert die Chance des Eintretens eines zufélligen Ereignisses A und wird
mit P(A), 0 < P(A) < 1 bezeichnet. In empirischen Situationen entspricht die Wahrscheinlichkeit der rela-
tiven Haufigkeit, mit der ein zufélliges Ereignis eintritt (=Anzahl der Realisationen / Anzahl der durchge-

flhrten Versuche).

Klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition
Die Klassische Wahrscheinlichkeit nach Laplace (1749-1827) berechnet sich aus der Anzahl der fir A
giinstigen Félle im Verhéltnis zur Anzahl aller moglichen Félle und ergibt die Wahrscheinlichkeit fir das

Eintreten des Ereignisses A.

Klassische Wahrscheinlichkeit P(A):  P(A) = H _ Anzahl der fur A gunstigen Falle

|Qf  Anzahl der moglichen Falle

Beispiel:
1) Einmaliges Wrfeln mit einem idealen Wiirfel.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird die Zahl ,,4 gewiirfelt?

_glnstigeFalle  {4f 1 _ 0166716,67%

P(A = =
(A alleFalle  {1,2,3456} 6

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt eine ungerade Zahl?

gunstlge"FaIIe _ {38} 3 _1_ 0.5 = 50%
alle Falle  {,2,3456} 6 2

P(A) =

2) Sie sitzen bei ,,Wer wird Millionar* und miissen die 125.000-€-Frage mit einer der 4 Mdglichkeiten A,
B, C oder D beantworten. Leider haben Sie keine Ahnung und wissen lediglich, dass Antwort D aus-
scheidet. Da Sie bereits alle Joker verbraucht haben, missen Sie sich nun entscheiden, ob Sie die Lésung
auf gut Gliick erraten oder lieber aufhdren.

a) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie die richtige Antwort erraten?

98



_ Anzahl der rlchtlgen Antworten _ l — 0.3333=3333%
Anzahlaller moéglichenAntworten 3

P(A)

b) Wie hoch ware die Wahrscheinlichkeit, wenn Sie nicht wissten, dass D ausscheidet?

P(A) = % =0,25=25%

6.3  Axiomensystem und Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten

Die unten angeftihrten drei Minimalforderungen, die auf A.N. Kolmogoroff (1903-1987) zurtickgehen,
heilen die Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung und definieren die mathematischen Eigenschaften
der Wahrscheinlichkeit. Jede Funktion P, die jedem Ereignis A eine Zahl P(A) so zuordnet, dass diese
drei Axiome erfullt sind, wird mit Wahrscheinlichkeitsfunktion (oder auch WahrscheinlichkeitsmaR)

bezeichnet.

Axiomensystem
1. Axiom: Nichtnegativitat

Jedem zufélligen Ereignis A ist eine bestimmte Zahl P(A) zugeordnet; es gilt P(A) > 0.

2. Axiom: Normierung

Die Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses betrégt 1, also P(Q) = 1.

3. Axiom: Additivitat
Die Wahrscheinlichkeit, dass eines von endlich oder abz&hlbar unendlich vielen unvereinbaren Ereignis-
sen (d.h. fiir alle i = j gilt Ai n Aj = 0) eintritt, ist gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten dieser

Ereignisse:

P(AUA UAU...) =P(A)+P(A)+P(A)+...

Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten

Im Folgenden sind einige Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten, die sich aus den Axiomen ableiten
lassen, aufgefihrt:

1) Fur die Wahrscheinlichkeit des unmdglichen Ereignisses gilt P(J) = 0.

2) Fir die Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses gilt P(Q2) = 1.

3) Ist A < B, sogilt P(A) <P(B).

4) Fur die Wahrscheinlichkeit des Komplementarereignisses gilt P(A) =1— P(A)

5) Es gilt AUA=Q und ANA=0.

6) Es gilt P(B)=P(AnB)+P(ANB).

Ebenso lassen sich folgende Additionsgesetze ableiten:
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Additionssatz allgemein: P(AUB) =P(A)+P(B)-P(ANB)

n n
Additionssatz fur n disjunkte Ereignisse: P(UA) = ZP(A) firAin Aj=dundi#]j
i=1 i=1

Beispiel.

Vollziehen Sie die oben genannten sechs Eigenschaften fir das folgende Zufallsexperiment nach:
Einmaliges Wirfeln eines idealen Wurfels.

Q={1;2;3;4;5;6}, Aungerace = {1; 3; 5}, Bygerate ={2; 4; 6} und Cs = {6}.
Méchtigkeit der Mengen: |QQ|=6; |A|=3; |B|=3; |C|=1

Zugehdrige Wahrscheinlichkeiten: P(Q) = 1; P(A)=0,5; P(B)=0,5; P(C)=0,167
1) Fir die Wahrscheinlichkeit des unmdglichen Ereignisses gilt P(Z) = 0.

= P(leere Menge) =0

2) Fir die Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses gilt P(Q2) = 1.

= P(Q) =P({1;2;3;4;5;6}) = 1

3) Ist C < B, so gilt P(C) <P(B):

= {6} < {2,4,6}, also 0,167 < =0,5

4) Fur die Wahrscheinlichkeit des Komplementarereignisses gilt P(A) =1— P(A)

= P(A)=P({2,46))=05 und 1-P(A)=1-05=05

5)Esgilt AUA=Q und ANA=0.

={1,3,5}u{2,4,6}=Q und {1,3,5}n{2,4,6}=0

6) Es gilt P(B)=P(C nB)+P(C N B)

=PB)=05 und P(CB)+P(C nB)=P{6}) +P{2 4}) =0,167 +0,333=0,5

6.4 Kombinatorik

Fur das Verstandnis von theoretischen Verteilungen sind Kenntnisse der Kombinatorik unerlésslich, wes-

halb in diesem Kapitel die Grundziige dieses Spezialgebietes der Mathematik dargestellt werden.

Grundlage der Kombinatorik ist die Berechnung der Anzahl von gewissen Mdglichkeiten (z.B. Auf wie
viele verschieden Arten kann man die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 hintereinander anordnen? Wie viele Mdglich-
keiten gibt es, aus diesen flinf Zahlen je zwei auszuwéhlen?), d.h. die Hauptaufgabe der Kombinatorik

besteht darin, die Anzahl der méglichen Anordnungen zu bestimmen.

Allgemein gilt, dass es fiir N voneinander verschiedene Elemente insgesamt N -(N —1)-...-2-1 ver-

schiedene Permutationen gibt.

Fur dieses Produkt schreibt man auch N! (,,N-Fakultit*) und definiert O'=1.
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Beispiel:
1) Berechnen Sie 4!

2) Wie viele Mdglichkeiten gibt es, 5 Briefe zuféllig in 5 Umschlége zu stecken?
5! = 120 Mdglichkeiten
3) Wenn Sie 3 verschieden Hosen und 5 verschieden Pullover besitzen, wie viele Kombinationsmdglich-
keiten haben Sie dann?
Maglichkeiten
4) Wie viele dreistellige Zahlen gibt es, bei denen alle Ziffern Null oder gerade sind (die erste Ziffer darf
hierbei nicht 0 sein)?
An der ersten Stelle: 2; 4; 6; oder 8 und damit 4 Mdéglichkeiten
An der zweiten Stelle: 0; 2; 4; 6; oder 8 und damit 5 Mdglichkeiten
An der dritten Stelle: 0; 2; 4; 6; oder 8  und damit 5 Mdglichkeiten
= 4-5-5=100 Mdglichkeiten

Anordnungen von jeweils n dieser N Elemente heien Kombinationen n-ter Ordnung. Man unterscheidet
hierbei Kombinationen mit und ohne Wiederholung (bzw. Zurticklegen), je nach dem, ob ein Element in

einer einzelnen Kombination nur ein Mal oder mehrere Male auftreten kann.

Je nach dem, ob die Anordnung und damit die Reihenfolge der Elemente berticksichtigt wird, spricht man
von Kombinationen mit bzw. ohne Berlcksichtigung der Reihenfolge (hdufig auch geordnete bzw. unge-
ordnete Stichprobe). Kombinationen mit Berticksichtung der Anordnung werden auch als Variationen

bezeichnet.

Kombination ohne Wiederholung mit Bericksichtigung der Reihenfolge
Werden bei einer geordneten Stichprobe ohne Zurlicklegen aus N Elementen n Elemente ausgewahlt, so
berechnet sich die Anzahl der Kombinationen durch N-(N —=2)-...-(N—=n+1):

N!
(N —n)!

Beispiel:
Wie viele sechsstellige Zahlen kann man aus den Ziffern 1, 2, ..., 9 bilden, wenn jede Ziffer hdchstens

einmal vorkommen darf?

I I .8.7.6-5.4.3.2.
o % 987654321 45.7.6.54-60480
©-6)! 3 3.2-1
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Kombination ohne Wiederholung ohne Berticksichtigung der Reihenfolge
Werden bei einer ungeordneten Stichprobe ohne Zuriicklegen n Elemente aus N entnommen, so ergibt

Ny N!
n) n' (N —n)!

Ausdricke dieser Form (,,N iiber n“ oder ,,n aus N*) heifen Binomialkoeffizienten. Zur schnellen Be-

sich fur die Anzahl der Kombinationen:

rechnung gibt es hierfiir auf wissenschaftlichen Taschenrechnern die Taste ,,nCr*.

Beispiel:
1) Auf wie viele Arten kann man aus 12 Personen eine Vierergruppe wahlen?

(12} 12! 120 9*10*11*12 11.880

= = = = =495
4 ) A(12-4) 48 1*2*3*4 24

2) Mit welcher Wahrscheinlichkeit tippt man beim Lotto (auch ,,6 aus 49 genannt) sechs Richtige?

49 | |
[ J 4% 4% =13.983.816

6) 61(49-6)! 6l.43!

[in den Taschenrechner ,,49 nCr 6 =“ eintippen]

3) Unter den 250 Losen einer Lotterie befinden sich 50 Gewinnlose. Gleich zu Beginn kaufen Sie 20

Lose. Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben Sie dabei genau 5 Gewinne gezogen?

250
Magliche Ereignisse: = 250 __2%0 =17-10%°
20 201(250-20)! 201230
50) (200 |
Glnstige Ereignisse: : __ S 200 =31-108
5 )| 15 )~ 51(50-5)! 15/(200-15)!
1-10
-10

Kombination mit Wiederholung mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
Werden bei einer geordneten Stichprobe mit Zurticklegen n der N Elemente ausgewéhlt, so berechnet sich

die Anzahl der Kombinationen wie folgt:

Nn

Beispiel:

1) Aus einer Urne mit 3 Kugeln der Aufschrift ,M*, ,R“ bzw. ,,E“ wird viermal eine Kugel mit Zuriick-
legen gezogen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit zieht man das Wort , MEER*?

Es gibt 3* verschieden Mglichkeiten, nur 1 davon ist richtig, also P(,MEER*) = 1/81 =0,012=1,2 %
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2) Beim Morsen verwendet man nur die Zeichen Punkt und Strich. Wie viele Morse-Worter mit mindes-

tens einem aber hochstens fiinf Zeichen sind mdglich?
1 Zeichen: 2" = 2 Wérter

2 Zeichen: 2% = 4 Wérter

3 Zeichen: 2° = 8 Worter

4 Zeichen: 2* = 16 Wérter

5 Zeichen: 2° = 32 Worter
Summe:2+4+8+ 16 + 32 =62

Kombination mit Wiederholung ohne Bericksichtigung der Reihenfolge

Werden bei einer ungeordneten Stichprobe mit Zuriicklegen n der N Elemente enthommen, so gilt fir die

Anzahl der Kombinationen:
N+n-1
n

Beispiel:

Bei einem Sonderangebot kann man sich eine Kiste (12 Flaschen) aus 3 verschiedenen Getrénkesorten

beliebig zusammenstellen. Wie viele Mdglichkeiten gibt es?

3+12-1 14
= =91
)

Zusammenfassung:
Kombination ohne Reihenfolge mit Reihenfolge
hne Wiederhol N N N
ohne Wiederholun =——
g n n! (N —n)! (N=n)!
L N+n-1
mit Wiederholung N N"
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Formelsammlung

Alle hier nicht aufgefiihrten Formeln werden als bekannt vorausgesetzt bzw. kénnen aus den dargestellten

Formeln hergeleitet werden.

Kapitel 1

N

R xR

{0;1,2;3; ..}
N\ {0}
{..-2;-1;0;1;2; ..}

7\ {0}
N

Z\N"

{E | zzneZ,n=0}
n

Q\{0}
{9/9>0undq e Q}

{a/a<0undq e Q}
{X|X: “an,QneQ}
n—oo

R\ {0}
{x|x>0und x € R}

{x|x<0undx € R}

{(x,y) | xe Rundy € R}

NcZccQcR

Kommutativgesetze
(Vertauschungsgesetze):

a+b=b+a

a-b=b-a

Assoziativgesetze
(Verbindungsgesetze):

a+(+c)=(a+b)+c

a-(b-c)=(a-b)-c

Distributivgesetz
(Verteilungsgesetz):

a-(b+c)=a-b+a-c

Neutrale Elemente 0 bzw. 1:

a+0=0+a=a

a-l=1.a=a

Multiplikation mit 0:

a-0=0-a=0

Binomische Formeln:

2. Binomische Formel:

3. Binomische Formel:

1. Binomische Formel:

(a+b)? =a? +2ab +b?
(a—b)? =a?—2ab+b?

(a+b)(a—b) =a?-b?
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Arithmetisches Mittel:

Geometrisches Mittel:

Potenzgesetze:

Wurzelgesetze:

Logarithmengesetze:

Kapitel 2

Punktsteigungsform:

Zweipunkteform:

Quadratische Gleichung:

n
my =Ya .- a,
Xm_xn — Xm+n
m
X _
_n: Xm n
X
1
XrI :Tn
X

%:m{‘/xn_m fiir x = 0
1

x“:’\‘/;
m
xn =Yx"

log,, (x- y) =logy, x +log, y

log, (x") =r - logy, x

X y

log,— =-log, =

gby gbx
a=n—Y
X — X

Yo=¥ _ %Y

Xo—X X —X

ax’ +bx+c=0

Produktform:

fur X, # X

Losung: Xy =

X"y = (xy)"
()
y" Yy
a1

X ”_F

Il
>

fury=0

g 5

=]
=
3
1]
QI < | =<
=
3

=]
>
3
I

= x~|>
=
~|3

1

XN=—
Vx

m

xn= 1
nXm

X
log,, (;) = log, x—log, y

Iong/;=1-logbx
n

fur X, # X, % #X

—b++b? - 4ac

2a

ax? +bx+c=a-(x—x)-(X—X,)
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Normierte Form: X2+ px+q=0

Produktform:

Satz von Vieta: X, X, Lésungenvon X’ + px+q=0= X+ %, =—p und X -% =q

Kapitel 3
Prozentwert W = G - —P— = G -i
100
Grundwert G =W @ = V_V
p i

Prozentzahl p = VEV -100
Prozentsatz i = w
G
Lineare Verzinsung: Anfangskapital:

Laufzeit:

Zinssatz:

Endkapital:

Losung:

X2+ px+q=(x—%)-(X—X%)

K

Ko = —
14n-i
n= Kn_‘.<0
Ko'l
i= Kn_KO

K, =Ky @L+n-i)

Deutsche Methode (Sparbuchmethode): 30/ 360

Euro-Zinsmethode: actual / 360

Englische Methode: actual / actual

Exponentielle Verzinsung: Anfangskapital:

Laufzeit:

Zinssatz:

Endkapital:
Aufzinsungsfaktor: (1+ i)n
Abzinsungsfaktor: @+i)" =

1

Kn
@+i)

KOZ

_InK, —InK,
In@+1)

i:nﬁ—l
KO

K, =Kg - @+i)"

@+i)

Kapitel 4
Matrizengesetze:

N |o
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Kommutativgesetz

A+B=B+A

Assoziativgesetz

A+(B+C)=(A+B)+C

Distributivgesetz

k-(A+B)=k-A+k-B

Vektorgesetze:

Kommutativgesetz

a' -b=b"-a

Distributivgesetz

(@ +b")-c=a'-c+b"-c

Matrizenmultiplikation:

Assoziativgesetz

A-(B-C)=(A-B)-C=A-B-C

Distributivgesetz

A-B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C

Invertierte Matrizen:

linear unabhéngig:

Rang einer Matrix:

Determinante:

1x1 -Matrix:

2x 2 -Matrix:

3x3-Matrix:

=8y Ay A3z~ ;-

allgemein:

(At =

(=]

(A-B)t=Bt.A"

o1
k-Ayt==.A"
(RS

groRte Anzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren (bzw. Zeilenvektoren)

det(A) =|a| =a
Q1 9

det(A) = =@y -8y — a5 a8y
Qy A

det(A) =

+

Qo3 -

+

Ay Ay A3

;1 dp o3

(Regel von Sarrus)

a3 43, a3

A3p — A Q1 833+ 3y 8y3- 831+ 3 3y;-A3p — 3 8yy - 83g

-+
+_

" Vorzeichenwechsel (Entwicklungssatz von Laplace)

Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen:

rang(A) <rang(A|b) = A.x=Db nicht Isbar

rang(A) =rang(A|b) =r und r <n = es existieren unendlich viele Lésungen

rang(A) =rang(A|b)=r und r=n = A.x=b besitzt genau eine (eindeutige) Losung
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_ det(ay, ...,a_ 1, b, 8,q, ..., 2,)

Cramer’sche Regel: Xi
det(A)

Kapitel 5

Funktion: fX)=y

Umkehrfunktion: f(y) =x

Monotonie: monoton steigend: <X =
streng monoton steigend: X, <x, =
monoton fallend: <X =
streng monoton fallend: X <X =

Symmetrie: spiegelsymmetrisch

Punktsymmetrisch

Arithmetische Folge:

Geometrische Folge:

Arithmetische Reihe:
i=1

f(q) < f(x)
f(x) < F(x)
f0q) = f(x)

f(x) > f(x)

fOo+X) =106 -%)
FOo+X)+ f (% —%) =2- (%)

(a,) mit a,,;, =a,+d undd e R

n qn _1
Geometrische Reihe: da=a
i-1 q-1
Ableitungsregeln:  Summenregel: (f£g)= f'+g'
Faktorregel: (c-f)y=c-f'
Produktregel: (f-gy=f'g+f-g
Quotientenregel: (i)': %
g g
Kettenregel: (fog)y=17'(9)-9
f(x) f'(x)
c 0
c-x" cor-xt
e* e*
a¥ a*-Ina
X x*-(L+Inx)
In|x| 1
X
sinx COS X

(a,) mit a,,; =a,-q und q € RY{0}

n p—
Zai :n.(al+n_1.dj
2

oder

oder

(%) > 0

f'(%) <0
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de I’Hospital:

Steigung:

Satz von Rolle:

Kriimmung:

Nullstellen:
Maximum:
Minimum:

Wendepunkt:

Integrationsregeln:

COS X —sinx
tan x 12 =1+tan®x
CoS“ X
cot x _sinlzx =-1-cot®x
lim R0 = lim A0 falls lim e existiert
=% g(x)  x>% g'(X) x=% g'(X)
streng monoton steigend:  f'(xy) >0
streng monoton fallend: f'(%) <0
f(a)=f(b) = mind. eine Extremstelle existiert in [a, b]
konvex f'"(x)>0
konkav f'"(x)<0
f(x)=0
f'(%) =0 und f'(x) <0
f'(%) =0 und f"(x%) >0
f'(x) =0 und (%) =0

Linearitat:

J(F00£900) de = [ £(x) dxx [g(x) e
jc- f(x) dx:c.jf(x) dx

Partielle Integration: j u'(X) - V(x) dx = u(x) - v(x) - f u(x) - v'(x) dx
kurz: fuv dx=u-v—[u-v dx

Integration durch Substitution: j f(g(x)-g'(x) dx = j f (u) du

mit U= g(x) und du = g'(x) dx

Sonderfall: j % dx = In|f (x)] +¢

falls f(x) =0 fir x e Definitionsbereich
.[O dx=c

Ia dx=ax+c

Iaxr dx = 2 x4
r+1
(ax+b)r+l

j(ax+b) dx = e D

109



J‘l dx = In|x|+¢
X

I\/ax+b dx=%,/(ax+b)3 +C

X
a
jax dx=—+c¢C
Ina

1
Iekx dx = —e*+c

k
Ilnx dx=x-Inx—x+c¢c
jsinx dx =—cosx+c

'[cosx dx =sinx+c

Kapitel 6
Klassische Wahrscheinlichkeit P(A): P(A) = |4 _ Anzahl der fiir A gunstigen Falle
(¢} Anzahl der moglichen Félle
N!
Kombination ochne Whg. mit Anordnung: T
(N —=n)!
o N N!
Kombination ohne Whg. ohne Anordnung: =—
n n (N —n)!
Kombination mit Whg. mit Anordnung: N"
o ] N+n-1
Kombination mit Whg. ohne Anordnung:
n
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Multiple Choice Fragen

zu Kapitel 1

2
3

1) Welcher Ausdruck ist dquivalent zu 7 und was muss fur die Parameter a und b gelten?

2
a3 -b
a_3

1A ; [1B)—; (1o = ~;

2) Welchen Ausdruck erhélt man, indem man den Nenner von 7 rational macht?
3+

A []B) []o©)

3) Welcher Ausdruck ist aquivalent zu Y/4x316x® ?

N [18B) [10

zu Kapitel 2

2 —
1) Fur welche Werte von k e R besitzt die Gleichung X o2x+2 =2k genau eine Lésung?

A 18 ]9

2) An welchen Stellen nimmt die Funktion den Wert Null an?

S e o

3) Wie lauten die reellen Nullstellen des Polynoms

x® —2x° +8x* —16x> —9x® +18x, wenn eine der
Nullstellen x; = 2 ist?
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[]AL={1012} []BL={12} []OL={101}

zu Kapitel 3

1) Eine Aktie wurde an einem Montag fiir 39,40 € gekauft. 3 Tage spéter notiert sie an der Borse mit
40,70 €. Um wie viel Prozent ist der Aktienkurs gestiegen?

Wieder 2 Tage spater steht der Aktienkurs bei 37 €. Wie viel Prozent liegt dieser Wert unter dem Wo-
chenhdchstwert von 40,70 €?

[] A) 3% und 9% [ ] B)3,3%und 7,8% [ ]C)3,3%und9,1%

2) Galgenstrix hat am 15.10.2013 bei der Schweizer Bank seines Vertrauens einen fixen Betrag exponen-
tiell angelegt und fuhr am 31. Dezember 2013 frohen Mutes wieder in die Schweiz, um sein Erspartes
abzuheben. Wie viele Zinstage hat ihm die Bank gut geschrieben, wenn der Zeitraum nach der englischen

Methode gezéhlt wurde?
[] A)77 Tage [ ] B) 75 Tage [ ] )78 Tage
3) Asterix hat zu Jahresbeginn einen Betrag von 2.000 Sesterzen auf einer Bank eingezahlt und erhélt

nach 5 Jahren exponentieller (nachschiissiger) Verzinsung 2.583,10 Sesterzen. Mit wieviel Prozent wurde

jahrlich verzinst? Leiten Sie die hierfir benétigte Formel aus der Formel K,, = K, * (1 + i)™ her.

[]A)5%pa. [ ] B)5.8%p.a. [ ]C)5,25% p.a.
zu Kapitel 4
1 20 2
1) Was ergibt die Multiplikation der Matrix (0 1 J mit dem Vektor | 4 |?
1

Do) Oeefl) ool
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36 -27 -4
2) Bestimmen Sie die Inverse zu | -9 7 1

-8 6 1
131 -6 9 131
[]A AtT=|1 4 0 []B)A*=| 4 7 1| [JoAt=|1 1 3
2 09 -4 11 4 0 9

3) Majestix mdchte sein Kapital in Hohe von 100.000 Sesterzen auf der Gallischen Bank anlegen. Da er
konkrete Vorstellungen hat, setzt er sich mit dem zustandigen Fondsmanager zusammen und teilt diesem
seine Forderungen mit: Es kommen drei Alternativen in Frage, wobei bei der ersten eine Rendite von
10%, bei der zweiten eine Rendite von 7% und bei der dritten Alternative eine Rendite von 8% erwartet
wird. Das Kapital soll einen jahrlichen Ertrag von 8.000 Sesterzen erzielen. Aullerdem soll genau ein
Drittel der insgesamt in die Fonds 2 und 3 flieRenden Geldmenge in die erste Alternative investiert wer-
den. Wie kann der Fondsmanager das Kapital unter Berlicksichtigung dieser Forderungen auf die drei

Fonds verteilen?
|:| A) Fond 1: 25 TStz, F2: 50 TStz, F3: 25 TStz

[ ] B) Fond 1: 50 TStz, F2: 40 TStz, F3: 10 TStz
[ ] C) Fond 1: 25 TStz, F2: 40 TStz, F3: 35 TStz

zu Kapitel 5

1) Fihren Sie fur f(x) = eine Kurvendiskussion durch (Bei der Bestimmung der Wendepunkte

X
X% +1

wird auf das hinreichende Kriterium f"'(x) = 0 verzichtet). Wie lautet das globale Minimum?

[ ] A)T(-1;-05) [ ]B)T(1;0,5) []C)T(-1;-1)

2) Der Unternehmer Tischlerix stellt nur ein Produkt her. Fir diesen ausgefallenen, aber dufRerst prakti-
schen Wohnzimmertisch gilt die Kostenfunktion K(x)=x3-2x*>-18x+8 und die Preis-Absatz-
Funktion p =30-2x. Bei welcher Produktmenge erwirtschaftet Tischlerix den maximalen Gewinn und

wie hoch ist dieser Gewinn?

[ ] A) 40 Tische, 20 Gewinn [ ] B) 24 Tische, 120 Gewinn [_] C) 4 Tische, 120 Gewinn
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3) Wie groR ist die Flache unter der Funktion f(X) =X im Intervall (-5; 3)?

1A 17 []B)-8 []o)s

zu Kapitel 6

1) Zockix war mit seiner neuen Freundin Flammine lecker essen und lasst den Abend nun im staatlichen
Casino ausklingen. Um Flammine zu imponieren setzt er beim Franzdsischen Roulette jeweils einen Jeton
auf die Zahl 23 und die Zahl 8 (ihr Geburtsdatum). Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt er in dieser
Runde? [Hinweis: Im Roulette gibt es die Zahlen 1-36, jeweils zur Halfte rot und zur Halfte schwarz,

sowie die griine Zahl 0, welche alle mit derselben Wahrscheinlichkeit geworfen werden.]

[]A)5% [ ] B)54% [ ]c)5.56%

2) Flammine hat sich in der Zwischenzeit eine Tiite mit ,,Kaubonbons fiir Verliebte* gekauft, in welcher 5
gelbe, 7 orangene, 6 griine und 2 tiefrote Herzbonbons sind. Sie greift ohne Hinzusehen hinein und holt
sich 2 Bonbons heraus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erwischt sie dabei genau eines der beiden tiefro-

ten Herzbonbons?

[]A)5% [ ] B)10% []c)18,95%

3) Blendix, welcher heute zum Zahnarzt muss, vergisst vor Aufregung die Zahlenkombination an seinem
Fahrradschloss. Es handelt sich um ein herkdmmliches, 4stelliges Zahlenschloss mit jeweils den Ziffern
0-9. Nach dem Zahnarztbesuch kann er sich wenigstens daran erinnern, dass die Kombination nur unge-
rade Zahlen enthdlt und die letzten beiden Ziffern gleich sind (aber von der ersten Ziffer verschieden).
Wie viele Moglichkeiten muss Blendix im schlimmsten Fall ausprobieren, bis er sein Fahrradschloss
geodffnet hat?

[]A)625 []B)125 [ ]c)100
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Musterlésungen MC Fragen

zu Kapitel 1

2 2

ag _ bg

1) Welcher Ausdruck ist dquivalent zu EYoET und was muss fur die Parameter a und b gelten?
Ya-b

1A ; [1B8)—; 1oy = 7

2 b0 [AF_Gf [a_3fast) .- .

Da nicht durch 0 dividiert werden darf, muss 3/a —%/b =0 gelten und damit Ya =3b bzw. a=b.

Antwort C)

2) Welchen Ausdruck erhélt man, indem man den Nenner von i\/_ rational macht?
+

IV 18 (10

Den Nenner rational machen bedeutet, den Bruch so umzuformen, dass im Nenner eine rationale Zahl
steht.
J2 _ \/5(3—\/5) :3~\/§—\/§-\/§:3\/§—\/2-8:3\/5_@:3\/5_4
3+J8  (3++8)-(3-/8) (9-8) 1
Antwort A)

3) Welcher Ausdruck ist aquivalent zu 3\/4x4\/16x8 ?

R [18B) [10

8 3
%/M/E =%/4x~‘\‘/ﬁ-‘\‘/¥ —Vax-2.x¢ =Yax- @ =¥ox® =383 =2.x3 = 2x

Antwort C)
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zu Kapitel 2

2 —
1) Fur welche Werte von k € R besitzt die Gleichung LX;Z =2k genau eine Ldsung?

A 18 ]9

Da durch 0 nicht geteilt werden darf, gilt x — 1 = 0 und damit x = 1, also gilt fiir den Definitionsbereich D:
D=R\{1}

Aufldsen der Gleichung nach x ergibt:

X% —2x+2 =2k - (x-1)

x? —2x+2 = 2kx — 2k

X2 —2x—2kx+2+2k =0

X2 —(2+2K)x+(2+2k)=0 mit a=1 b=2+2k c=2+2k
Genau eine Losung ergibt sich, wenn flr die Diskriminante D = 0 gilt.
D =b? —4ac = (2+2k)* —4-1-(2+2k)

Also (2+2k)?>—4-1-(2+2k) =0

Nach k auflésen ergibt (1. Binomische Formel):

448k +4k* -8-8k =0

4k* -4=0

4k? =4

k?=1

kyp=v1=+1

Antwort C)

2) An welchen Stellen nimmt die Funktion - den Wert Null an?

1A []8) 19

Mitternachtsformel

und und damit Antwort B)
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3) Wie lauten die reellen Nullstellen des Polynoms x° —2x° +8x* —16x® —9x? +18x, wenn eine der
Nullstellen x; = 2 ist?

DA)L:{—l; 0;1; 2} |:| B)L={1;2} |:|C)L:{—1; 0; 1}

Gesucht sind die Losungen flr x der folgenden Gleichung:
x® —2x° +8x* —16x° —9x* +18x =0
Eine Losung ist angegeben: x; = 2

Ausklammern von x liefert:
x-(x° —2x* +8x> —16x> —9x +18) = 0
Ein Produkt ist gleich 0, wenn einer der Faktoren O ist, also x, = 0 oder
x° —2x* +8x3 —16x*> —9x+18=0
Durchfiihren einer Polynomdivision mit der bekannten Nullstelle (x — 2) ergibt:
(x® —2x* +8x3 —16x% —9x+18) : (x—2) = x* +8x> -9
—(x®>-2x%
0 +8x°-16x?
—(8x%-16x%)
Tgx +18
—(-9x+18)
0
Also gilt x° —2x* +8x® —16x2 —9x +18 = (x — 2)(x* +8x> —9)
Dh x*+8x*-9=0
Substitution von x* = u ergibt:
u?+8u-9=0
Einsetzen in die Mitternachtsformel:

-8+./64-4.(-9) —8+10

u = =
1/2 2 2

-8+10
l = 2 =

Da x* = u ergibt sich fiir x:

_8-10 _

1 und wu,= 5 -9

X3/4 = Ji=+1 und Xs,6 =V—9, letztere haben jedoch keine reelle Lésung

Also ist die Menge aller reellen Nullstellen der Ausgangsgleichung gegeben durch L = {-1; 0; 1; 2}
Antwort A)
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zu Kapitel 3

1) Eine Aktie wurde an einem Montag fiir 39,40 € gekauft. 3 Tage spéter notiert sie an der Borse mit
40,70 €. Um wie viel Prozent ist der Aktienkurs gestiegen?
Wieder 2 Tage spater steht der Aktienkurs bei 37 €. Wie viel Prozent liegt dieser Wert unter dem Wo-

chenhdchstwert von 40,70 €?
[ ] A) 3% und 9% [ ] B)3,3%und 7,8% [ ]C)3,3%und9,1%

Gegeben: G=39,40 €
W =40,80 € —39,40 € =1,30 € denn es interessiert nur der Gewinn.

Also gilt:
p= 130 -100=33
39,40

D.h. die Aktie ist um 3,3% gestiegen.
Gegeben: G =40,70 €
W=40,70€-37€=3,70 €

Also gilt:
p= 370 100 =91
40,70

D.h. die Aktie liegt 9,1% unter dem Wochenhdchstwert.
Antwort C)

2) Galgenstrix hat am 15.10.2013 bei der Schweizer Bank seines Vertrauens einen fixen Betrag exponen-
tiell angelegt und fuhr am 31. Dezember 2013 frohen Mutes wieder in die Schweiz, um sein Erspartes
abzuheben. Wie viele Zinstage hat ihm die Bank gut geschrieben, wenn der Zeitraum nach der englischen
Methode gezahlt wurde?

[ ] A) 77 Tage [ ] B) 75 Tage [ ] )78 Tage

Tage zéhlen ergibt:
Oktober: 31-15=16
November: 30
Dezember: 31

in Summe: 77 Tage und damit —

Antwort A)
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3) Asterix hat zu Jahresbeginn einen Betrag von 2.000 Sesterzen auf einer Bank eingezahlt und erhalt
nach 5 Jahren exponentieller (nachschiissiger) Verzinsung 2.583,10 Sesterzen. Mit wieviel Prozent wurde

jahrlich verzinst? Leiten Sie die hierfur bendtigte Formel aus der Formel K,, = K, - (1 + i)™ her.

[]A)5%pa [ ]B)58%p.a. [ ]C)5,25% p.a.

nach i auflésen:

Es wurde mit 5,25% jahrlich verzinst, Anwort C)

zu Kapitel 4
1 20 2
1) Was ergibt die Multiplikation der Matrix [O 1 J mit dem Vektor | 4 |?
1
5 10 5
1A (10} [1B) (5J 1o @

2
120 4l 1.2+2-4+0-1) (10
011 X l0.2+1-4+1:1) |5

Antwort B)
36 -27 -4
2) Bestimmen Sie die Inverse zu | -9 7 1
-8 6 1

119



131 -6 9 131
(1A A*=[1 4 0 (1B A*=| 4 7 1| [JOA*'=|1 1 3
2 09 -4 11 4 0 9
Gegeben: A
Gesucht: A

Umformen der Matrix A, bis die Einheitsmatrix erzeugt ist. Zeitgleich werden die Operationen mit der
Einheitsmatrix durchgefiihrt und rechts von der Matrix A notiert.

Ausgangslage:

36 -27 -4 1 00
-9 7 1 010
-8 6 1 0 01

Neue Zeile 3 = 2*Zeile 1 + 9*Zeile 3 ergibt:

36 -27 -4 1 00
-9 7 1 010
0 0 1 2 009

Neue Zeile 2 = Zeile 1 + 4*Zeile 2 ergibt:

36 -27 -4 1 00
0 1 0 1 40
0 O 1 2 09

Neue Zeile 1 = Zeile 1 + 4*Zeile 3:

36 -27 0 9 0 36
0O 1 O 1 4 0
0 0 1 2 0 9

Neue Zeile 1 = Zeile 1 + 27*Zeile 2:

36 0 0 36 108 36
0 10 1 4 0
0 01 2 0 9

Division der Zeile 1 durch 36 ergibt:

1 00 1 31
010 1 4 0
0 01 2 0 9
1 31
Und damitist A2=|1 4 0/ die Inverse zu A.
2 09

Antwort A)
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3) Majestix mdchte sein Kapital in Hohe von 100.000 Sesterzen auf der Gallischen Bank anlegen. Da er
konkrete Vorstellungen hat, setzt er sich mit dem zustandigen Fondsmanager zusammen und teilt diesem
seine Forderungen mit: Es kommen drei Alternativen in Frage, wobei bei der ersten eine Rendite von
10%, bei der zweiten eine Rendite von 7% und bei der dritten Alternative eine Rendite von 8% erwartet
wird. Das Kapital soll einen jahrlichen Ertrag von 8.000 Sesterzen erzielen. Aullerdem soll genau ein
Drittel der insgesamt in die Fonds 2 und 3 flieRenden Geldmenge in die erste Alternative investiert wer-
den. Wie kann der Fondsmanager das Kapital unter Beriicksichtigung dieser Forderungen auf die drei

Fonds verteilen?

|:| A) Fond 1: 25 TStz, F2: 50 TStz, F3: 25 TStz
|:| B) Fond 1: 50 TStz, F2: 40 TStz, F3: 10 TStz
|:| C) Fond 1: 25 TStz, F2: 40 TStz, F3: 35 TStz

Gegeben: A, b
Gesucht: x
Sei x; der Geldbetrag, der in die drei verschiedenen Alternativen i = 1, 2, 3 investiert wird. Dann lassen
sich die oben getroffenen Aussagen wie folgt in die mathematische Schreibweise Ubersetzen:
Gleichung 1:
»Majestix mochte sein Kapital in Hohe von 100.000 Sesterzen auf der Gallischen Bank anlegen.*
bedeutet ubersetzt in die Mathematik:
X + X, + %3 =100.000
Gleichung 2:
,»Es kommen drei Alternativen in Frage, wobei bei der ersten eine Rendite von 10%, bei der zwei-
ten eine Rendite von 7% und bei der dritten Alternative eine Rendite von 8% erwartet wird. Das
Kapital soll einen jahrlichen Ertrag von 8.000 Sesterzen erzielen.“ bedeutet:
0,10- % +0,07- X, +0,08- x; = 8.000
Gleichung 3:
»AuBerdem soll genau ein Drittel der insgesamt in die Fonds 2 und 3 flieRenden Geldmenge in die

erste Alternative investiert werden.* bedeutet:

1
5'(X2+X3):X1

Aquivalentes Umformen der 3. Gleichung ergibt:
- X +£~x +l-x =0
1 3 2 3 3

Hieraus l&sst sich das folgende lineare Gleichungssystem aufstellen:
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1 1 1 100.000
010 |- % +| 0,07 |-x, +| 0,08 |- x; =| 8.000
-1 1 1 0
3 3
Auflésen anhand des GauB-Algorithmus ergibt:

1 1 1 |100.000
0,10 0,07 0,08 | 8.000

-1 1 1 0

3 3
Addition ergibt neue Zeile 3 = Zeile 1 + Zeile 3

1 1 1 |100.000
0,10 0,07 0,08 | 8.000

o 2 4 1100000
3 3

Multiplikation der Zeile 3 mit 3 ergibt:

1 1 1 |100.000
010 0,07 0,08 | 8.000
0 4 4 | 300.000

Multiplikation Zeile 2 mit —10 und Addition zu Zeile 1 ergibt fir Zeile 2 neu:

1 1 1 |100.000
0 03 0,2 | 20.000
0 4 4 |300.000

Multiplikation der Zeile 2 mit 10 ergibt:

1 1 1 |100.000
0 3 2 |200.000
0 4 4 |300.000

Zeile 3 neu=4* Zeile 2 - 3 * Zeile 3

1 1 1 | 100.000
0 3 2 | 200.000
0 0 -4 |-100.000

Aus Gleichung 3 folgt:
—4x5 =—100.000 < X5 = 25.000

Einsetzen in Gleichung 2 ergibt:

3X, 4+ 2%3 = 200.000 < 3x, + 2-25.000 = 200.000 <> 3x, =150.000 < x, = 50.000
Einsetzen in Gleichung 1:

% + X, + %3 =100.000 < x; +50.000 + 25.000 =100.000 <> ¥ = 25.000

Also X3 =25.000, X, =50.000, ¥ =25.000, d.h.:

25 TStz werden in Fond 1, 50 TStz in Fond 2 und 25 TStz in Fond 3 angelegt.
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Antwort A)

zu Kapitel 5

1) Fuhren Sie fur f(x) =

ZX 1 eine Kurvendiskussion durch (Bei der Bestimmung der Wendepunkte
X+

wird auf das hinreichende Kriterium f"'(x) = 0 verzichtet). Wie lautet das globale Minimum?

[]A) T(1;-05) [ ]B)T(10,5) [[]C)T(-1;-1)

Gegeben: f(x)
Gesucht: Nullstellen, Extrema, Wendepunkte, Eigenschaften

X
X% +1

f(x)=
Definitionsbereich:
X +1£0< X% -1

Das ist aber fir alle x erfullt, also ist der Definitionsbereich nicht eingeschrankt: x € R.

f.(x)_l.(x2 +1)—x-(2x) x2 41— 2x2 B 241
: (x*+1)? T3+ (P41
() = —2x- (P +D? - (=x* +D)-2- (P +1)-2x _ —2x- (X +1) - (-x* +1)-2-2x

(¢ +1)* (x2 +1)3

2P+ —Ax- (X D) 23 —2x+43 —4x 2x3 —6x
(x*+1)° (x*+1)°* x*+1)°

Auf die Berechnung von f''(x) kann laut Aufgabenstellung verzichtet werden.
Nullstellen:

X

f(x)= =0 x =0

X% +1

Also N(0; 0) ist die einzige Nullstelle.

Extrema:
2
f‘(x)=ﬁ=0©—x2+1=0<:>x2=1<:>xl=—1; % =1
XS+
P = 200D o5
VPt
Also flr x; = -1 Tiefpunkt.
. 2.1°-6-1
f (X1)2W2—0,5<0

Also fur x,= 1 Hochpunkt.
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Einsetzen der Werte in f(x):
-1 _
(<1 +1

f(-1) =

fQ= fiﬂ =05
Also Extrema: Tiefpunkt T(-1; —-0,5) und Hochpunkt H(1; 0,5).
Wendepunkte:
2x3 —6x

0C+1)°

Also x; =0 oder 2x2—6=0<2x* =6 < X2 =3 X, =—/3; X5 =/3

fr(x) = 0= 2x3-6x=0< x-(2x*—6)=0

Einsetzen in f(x) ergibt:

0
f(0)=—— =0
© 0+1

Also W4(0;0), identisch mit Nullstelle.

(BB

hEa ~-0,433
Also W, (—/3; —@)

f(ﬁ):%=§=o,433

vawwé%%

Krimmung:

fr(x) = % ist in den Intervallen (—oo; —~/3), (=/3;0), (0;+/3) und (+/3; %) zu untersuchen:

Die Funktion ist konvex fir x e (—\/§; 0) und x (\/5; 0©).

Die Funktion ist konkav fir x e (—0; —+/3) und x e (0; v/3) .

Symmetrie:

XX
(—x)%?+1  x®+1

f(-x) = ——f(x)

Also ist f(xX) punktsymmetrisch zum Ursprung.

Asymptoten:

=0

fim 100 = im 22
X +1

Il
o

lim f(x)= lim —
X—>—0 x——o X< 41

Also ist die x-Achse waagrechte Asymptote fir x — to
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Der berechnete Tiefpunkt ist (wie aus dem Schaubild ersichtlich) ein globales Minimum.

f(x)
0,6 -

0,4

Antwort A)

2) Der Unternehmer Tischlerix stellt nur ein Produkt her. Fir diesen ausgefallenen, aber &uferst prakti-
schen Wohnzimmertisch gilt die Kostenfunktion K(x)=x®-2x?—-18x+8 und die Preis-Absatz-
Funktion p =30-2x. Bei welcher Produktmenge erwirtschaftet Tischlerix den maximalen Gewinn und

wie hoch ist dieser Gewinn?
[ ] A) 40 Tische, 20 Gewinn [ ] B) 24 Tische, 120 Gewinn [_] C) 4 Tische, 120 Gewinn

Gegeben: K(x), p
Gesucht: G(x), x fir G(x) maximal, G«

Der Umsatz berechnet sich aus Preis p mal Menge x, also:

U(x) = p-x=(30—2x)- x = 30x — 2x*

Der Gewinn berechnet sich aus Umsatz abzuglich der Kosten:

G(X) = U (x) — K(x) = 30x — 2x* — (x> — 2x* —18x +8) = 30x — 2x* — x> + 2x* +18x —8 = —x° + 48x — 8
Also ergibt sich als Gewinnfunktion:

G(x) = —x>+48x—8

Gesucht ist der maximale Gewinn und damit das Maximum der Funktion; dies erhalt man via G'(x) =0:
G'(X)=—3x*+48=0< 3x* =48 = x> =16 < X, = +4

Da eine Produktion von —4 Tischen nicht mdglich ist, gilt x, =4.

G"(X) =-6x<G"(4) =—6-4=-24 <0 und damit liegt ein Maximum bei x = 4 vor.

Einsetzen in G(x) ergibt:

G(4) =—4°+48-4-8=120
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D.h. Tischlerix erwirtschaftet bei der Produktion von 4 Tischen einen maximalen Gewinn in H6he von
120 Sesterzen.
Antwort C)

3) Wie groR ist die Flache unter der Funktion f(X) =X im Intervall (-5; 3)?

[]A)17 []B)-8 []c)s

Gegeben: f
Gesucht: f f

Untersuchung auf Nullstellen im Bereich (-5; 3):

f(X)=0<=x=0

D.h. die Funktion besitzt eine Nullstelle im Punkt N(0; 0) und damit setzt sich die Flache aus den beiden
Teilflachen links und rechts der Nullstelle zusammen:

0 3
Ll 4| ie
2 -5 2 0

0
Ix dx

-5

202_2(_5)?2
;0 =59

+

_‘1 1

ilgz Lo
27 2

3 3
jf(x)dx:jxdx:
-5 -5

3
X dx
0

=|-12,5/+]4,5 =125+45=17

Antwort A)

zu Kapitel 6

1) Zockix war mit seiner neuen Freundin Flammine lecker essen und lasst den Abend nun im staatlichen
Casino ausklingen. Um Flammine zu imponieren setzt er beim Franzdsischen Roulette jeweils einen Jeton
auf die Zahl 23 und die Zahl 8 (ihr Geburtsdatum). Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt er in dieser
Runde? [Hinweis: Im Roulette gibt es die Zahlen 1-36, jeweils zur Halfte rot und zur Halfte schwarz,

sowie die griine Zahl 0, welche alle mit derselben Wahrscheinlichkeit geworfen werden.]
[]A)5% [ ] B)5.4% [ ]C)5,56%
2
P(238) = 5 =0,054=5,4%

Antwort B)

2) Flammine hat sich in der Zwischenzeit eine Tiite mit ,,Kaubonbons fiir Verliebte* gekauft, in welcher 5

gelbe, 7 orangene, 6 griine und 2 tiefrote Herzbonbons sind. Sie greift ohne Hinzusehen hinein und holt
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sich 2 Bonbons heraus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erwischt sie dabei genau eines der beiden tiefro-

ten Herzbonbons?

[]A)5% [ ] B)10% []cC)18,95%

20
Anzahl aller Moglichkeiten: [ 5 j =190
Anzahl der Treffer genau 1: [ij .(118J =2.18=36

P(Lrotes) = 0. — 01895=1895%
190

Antwort C)

3) Blendix, welcher heute zum Zahnarzt muss, vergisst vor Aufregung die Zahlenkombination an seinem
Fahrradschloss. Es handelt sich um ein herkdmmliches, 4stelliges Zahlenschloss mit jeweils den Ziffern
0-9. Nach dem Zahnarztbesuch kann er sich wenigstens daran erinnern, dass die Kombination nur unge-
rade Zahlen enthdlt und die letzten beiden Ziffern gleich sind (aber von der ersten Ziffer verschieden).
Wie viele Mdglichkeiten muss Blendix im schlimmsten Fall ausprobieren, bis er sein Fahrradschloss
geoffnet hat?

[]A)625 []B)125 [ ] c)100

nur ungerade: 5 Zahlen, also
5-5-4-1=100
Antwort C)

127



Wiederholungsfragen
Kapitel 1

- Aufgabe/Fallstudie -

Der Ausdruck 9 4-42
J2-1 2

ist mittels Termumformungen so weit wie moglich zu vereinfachen.

- Musterl6sung -

9 4-42 9-(2+)  (4-V2)V2 94249 4.\/5—229.\/1%9_(2‘\5_1)

21 2 (2-1)-(2+) 22 (@) 2
=9.42+9-2.4/2+1=9.1/2-2./2+1+9=7/2 +10

- Aufgabe/Fallstudie -

Lésen Sie nach n auf.

- Musterldsung -

Kapitel 2

- Aufgabe/Fallstudie -

Wie lauten die Losungen fiir die Gleichung 2x? —16x + 24 = 0 mittels des Satzes von Vieta?

- Musterldsung -
Der Satz von Vieta ist nur auf die Normalform anwendbar, also wird die Gleichung durch 2 geteilt:

x? —8x+12 =0, also ergibt sich fir p = -8 und fiir q = 12.
1. Schritt: Aus welchen Zahlen kdnnte das Produkt x, - X, = q gebildet werden?

X X =12 giltfar: 1.12; (-D-(-12); 2-6; (-2)-(-6); 3-4;, (-3)-(-4)
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2. Schritt: Aus welcher dieser Zahlenkombinationen kann man die Summe x + x, = —p bilden?
X +X% =8 giltnurfir: 2+6=8

3. Schritt: Zerlegung des Quadratterms in Linearfaktoren.

(x-2)(x-6)=0

X =2 und X, =6 unddamit L={2;6}

- Aufgabe/Fallstudie -

Wie lauten die Losungen fiir die Gleichung (x) = x* — 428x +42.660=0 ?

- Musterldsung -

f(x)=x%—428x+42.660=0

—(—428)i\/4282 —-4.1.-42.660 428+112
2-1 2
X, =158 X, =270

1/2 =

Kapitel 3

- Aufgabe/Fallstudie -

Die Sparkasse Gallien bietet die Sparform Zuwachssparen mit steigendem Zins an, bei der man im ersten
Jahr 4% p.a., im zweiten Jahr 4,5% p.a. und im dritten Jahr 5,5% p.a. Zinsen bekommt. Dagegen erhélt
man bei der Romer Bank Sparbriefe mit 4,6% p.a. bei einer Laufzeit von drei Jahren. Welches der beiden

Angebote ist ertragsreicher, wenn man von der ggf. unterschiedlichen Verfiigbarkeit absieht?

- Musterlsung -

Gegeben: i; = 0,04, i, = 0,045, i3 = 0,055, irgm = 0,047, Nrgm = 3

Gesucht: K, bei Anlage Sparkasse Gallien, K, bei Anlage Rémer Bank

Sparkasse Gallien:

K, = Ko -@A+1i) - A+i,) - A +1i3) = Kq - (1+0,04) - (1+0,045) - (1+0,055) ~ 11466 - K,
Romer Bank:

K, = Ko - L+ iggm) ™" = K, - (1+0,046)° ~ 11444 - K,

Vergleich:

11466 K, >11444-K,

Das Angebot der Sparkasse Gallien ist ertragsreicher.
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- Aufgabe/Fallstudie -
Mit welchem jahrlichen Prozentsatz muss das Anfangskapital eines Sparbuches exponentiell verzinst

werden, wenn man nach 12 Jahren dreimal so viel Geld abheben méchte? Leiten Sie die hierfiir benétigte

Formel aus der Formel K, =K, -(@1+i)" her.

- Musterl6sung -

—L =.1+i)"
0
K

n—% =1+i
Ko

Iznﬁ—l

= 1@/%—1= 0,0959=9,59%

Kapitel 4

- Aufgabe/Fallstudie -

1 0 -1 2

. . |/0 2 1 -1
Wie lautet der Rang der Matrix ?

1 2 0 1

-1 0 1 -2

- Musterldsung -

Zieht man von der Zeile 1 die 3. Zeile ab, erhélt man eine neue 3. Zeile (der Rest verandert sich nicht):

1 0 -1 2
0o 2 1 -1
0 -2 -1 1
-1 0 1 -2

Addieren der 1. und 4. Zeile ergibt fir die 4. Zeile:

1 0 -1 2
0 2 1 -1
0 -2 -1 1
0 0 0 O

Addition der Zeilen 2 und 3 ergibt fir die 3. Zeile:
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o O O -
o O N O
o
o

Multiplikation der Zeile 2 mit % ergibt:

10 -1 2
o1 = -1

2 2
00 0 O
00 0 O

Es kdnnen keine weiteren Einheitsvektoren erzeugt werden, so dass sich fiir den Rang der Matrix 2 ergibt.

- Aufgabe/Fallstudie -

1 2 3 4
Wie lautetdiezu A=| 0 2 1 2| transponierte Matrix AT ?
12 4 0 7

- Musterldsung -

Kapitel 5

- Aufgabe/Fallstudie -

2 —
Bestimmen Sie fur die Funktion f(x)= x“-4
X+3

, X>=3 die Schnittstellen mit den Koordinatenachsen

und untersuchen Sie f(x) auf Extrem- und Wendepunkte.

Stellen Sie die Funktion im Intervall (=3; 5] grafisch dar.

- Musterldsung -
Gegeben: f(x)
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Gesucht: Schnittstellen mit y-Achse, Schnittstellen mit x-Achse (=Nullstellen), f’(x), ’(x), ”’(x),

Asymptoten, Grafik

X2 —4
X+3

f(x) =

Nullstellen fir f(x) = 0:
X2 —4
X+3
Also hat die Funktion die Nullstellen N;(—2; 0) und N(2; 0).

Schnittpunkte mit y-Achse fir f(0):

0o X -4=0X =4 x,,=+2

f() =

02-4 4 . N
=—-—=~-133 also Schnittpunkt bei Y(0; —1,33)
0+3 3

Extrema fiir £*(x)=0:

f(0) =

2x(x+3)—(x* —4)-1  2x°+6x—x*+4 Xx°+6x+4

Fe)= (x+3)? (x+3)? © (x+3)2

X2 +6x+4
(x+3)?
Einsetzen in Mitternachtsformel ergibt:

—6+V36-4-14 _—6J20 _-6xJ45_-6x25 _ .~
2 2 2 2 -

=0 x> +6x+4=0

(%)

X2 =

Da x = ~3—+/5 nicht definiert ist, giltnur X, = —3++/5~-0,76

£1(0) = (2x+6) - (x+3)* — (x> +6x+4)-2-(x+3)-1

(x+3)*
_(2x+6)-(x+3)—(X®+6x+4)-2  2x* +6x+6x+18-2x°-12x-8 10
(x+3)° (x+3)° (x+3)°
Einsetzen von x, ergibt:
Fr(34 By = 10 10 10 _10_ 2 _,

(3+45+3° (5 (5} 55 5
Also Tiefpunkt bei x, mit Wert:

(-3+v5)°-4 _9-6J5+5-4 _10-6\5
—3++5+3 J5 J5

Rationalmachen des Nenners ergibt:

10-6v5 10-4/5-6V5-45 10-4/5-6-5
AR S S

Und damit den Tiefpunkt T(-3+ J5: 245 —6) , also ca. T(-0,76 ; -1,53)

f(-3++/5) =

f(-3++/5) =

Wendepunkte fiir f*’(x) =0 und ’’(x) # O:

0 _ . 10
(x+3)® (x+3)*

fr(x) =

=0<10=0 falsch, also existieren keine Wendepunkte.
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Grafik:
f(x)

- Aufgabe/Fallstudie -

Bestimmen Sie die Flache zwischen den Kurven f(x) = x? +2x+2 und g(x) = —2x2 +20x—10.

- Musterldsung -
Gegeben: f(x) = x?+2x+2, g(x) =—2x*>+20x—10
Gesucht:

Schnittpunkte von f(x) und g(x) und J'(g(x) — f(x)) dx

Um die Grenzen fir das Integral zu erhalten, sind zunachst die Schnittpunkte der beiden Funktionen zu

bestimmen. Hierflr werden die f(x) und g(x) gleichgesetzt:
f(X) = g(x) = X? +2x+2 = -2x> + 20x —10

Auflésen nach x ergibt:

X2 +2X+2+2x? —20x+10=0

< 3x?-18x+12=0

~(-18)%(-18f -4-3-12 18+ /180 _18++/36-5 _18+615 _6-(3x+5) 315

< X =
172 2.3 6 6 6 6

<% =3-+/5~0,76 und x, =3++/5 ~524

Das heifit, das Integral ist in diesen Grenzen zu berechnen.

Zur Verdeutlichung kdnnen beide Funktionen in ein Achsenkreuz eingezeichnet werden:
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f(x), 9(x)

50 - f(x)
40 1 9(x)
30 A
20 A
10

0 T T T T T T 1 X
M 1 2 3 4 5 6 7
-10

Da g(x) > f(x) im Intervall [x;; X,], ist die Fl&che folgendermalien zu berechnen:

X3 X3 X3
j(g(x)— f(x) dx = j(—zx2 +20X—10— (X2 +2x +2)) dx = j(—zx2 +20x—10—x? —2x — 2) dx
Xq Xy Xy

-feoe s smoce[ oo <[t or 2l

— (- @+5)* +9:3++5)2 12 (3+B) - [- (3-B)* +9-(3-5)? ~12-(3-45))
~ 40,36 (-4,36) = 44,72
Die Flache betragt 44,72.

Kapitel 6

- Aufgabe/Fallstudie -

In der Kabine lhrer Last-Minute-Kreuzfahrt haben Sie Ihren Reisepass in den kleinen Schranktresor ein-
geschlossen. Leider konnen Sie sich am Abend nach dem Captain’s Dinner nicht mehr an den von Ihnen
vergebenen Zahlen-Code erinnern. Sie wissen lediglich, dass Sie eine Kombination von 5 Ziffern, jeweils
von 0-9, vergeben haben, dass die Zahlen nebeneinander nicht die gleichen waren und dass die Zahlen
symmetrisch um die dritte Zahl angeordnet waren. D.h. die flinfte Ziffer entspricht der ersten Ziffer und

die 4. Ziffer der zweiten. Wie viele Versuche bendtigen Sie maximal, um den Tresor zu 6ffnen?

- Musterldsung -
10-9-8-1.1=720

- Aufgabe/Fallstudie -
Elisa, die Herzensdame von Mozartix, nascht genusslich aus einer Tute Gummibarchen. Als Mozartix

ebenfalls in die Tute greifen mdchte, sind dort nur noch 3 weille, 4 gelbe, 2 orangene, 5 rote und 4 griine
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Barchen enthalten. Er greift ohne Hinzusehen hinein und holt sich 3 Gummib&rchen heraus. Mit welcher

Wahrscheinlichkeit erwischt er dabei mindestens 2 griine Gummibéarchen?
- Musterl6sung -

18
Anzahl aller Mdglichkeiten: ( 3) =816

Anzahl der Treffer genau 2: [;’ . (13 =6-14=84

Anzahl der Treffer genau 3: [g . (104J =4.1=4
Anzahl der Treffer gesamt = 84+4=88
P(min. 2 griine) = a4 =0,1078

816

Mit 10,78%.
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