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N
Inhalte

Folgende Inhalte stehen im Studienplan:

@ Zahlenarten (einschlieBlich komplexer Zahlen und deren
Grundrechenarten)
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N
Inhalte

Folgende Inhalte stehen im Studienplan:

@ Zahlenarten (einschlieBlich komplexer Zahlen und deren
Grundrechenarten)

@ Lineare Algebra (lineare Gleichungssysteme, Matrizen, Determinanten,
Vektoren, Anwendungen der Vektorrechnung)

e Folgen, Reihen mitsamt prakt. Verwendung
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N
Inhalte

e Funktionen (Funktionsbegriff einschlieBlich Umkehrfunktionen,
Funktionen reeller und komplexer Veranderlichen, insbesondere
rationale, Wurzel-, Exponential-, trigonometrische und hyperbolische
Funktionen und deren Umkehrfunktionen, Anwendungen in Wirtschaft
und Technik)
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N
Inhalte

e Funktionen (Funktionsbegriff einschlieBlich Umkehrfunktionen,
Funktionen reeller und komplexer Veranderlichen, insbesondere
rationale, Wurzel-, Exponential-, trigonometrische und hyperbolische
Funktionen und deren Umkehrfunktionen, Anwendungen in Wirtschaft
und Technik)

o Differentialrechnung (Grenzwerte, Ableitung, Technik des
Differenzierens, Anwendung der Differentialrechnung)

e Integralrechnung (bestimmtes und unbestimmtes Integral, Technik
des Integrieren, uneigentliches Integral, Anwendungen der
Integralrechnung)
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PVL und Klausur

e Ubungen:
o Ubungsblatter erscheinen alle 2 Wochen.
o In der ersten Ubung werden Ubungen vom Tutor vorgerechnet.
o In jeder zweiten Ubung werden Ubungen von Studenten vorgerechnet.

e PVL:

e Mindestens 67% der Hausaufgabenpunkte.
o Mindestens 2 Aufgaben in einer Ubung vorrechnen.

o Klausur:

e Die Klausur wird fiir beide Ziigen identisch sein.
e Nur vollstdndige und nachvollziehbare Losungswege konnen eine volle
Punktzahl erhalten!!!
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Grundlagen

Contents

Grundlagen

@ Zahlenmengen

@ Grundrechenarten

@ Gleichungen und Ungleichungen
@ Intervalle

@ Volistindige Induktion
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Grundlagen Zahlenmengen

Zahlenmengen
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N, Z und Q

e N ={ 1,2,...} - Menge der natirlichen Zahlen.
Zulassige Operationen sind die Addition und die Multiplikation, d.h.
die Menge ist beziiglich der Addition oder Multiplikation
abgeschlossen.
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N, Z und Q

e Nog={0,1,2,...} - Menge der natiirlichen Zahlen.
Zulassige Operationen sind die Addition und die Multiplikation, d.h.
die Menge ist beziiglich der Addition oder Multiplikation
abgeschlossen.
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N, Z und Q

e Nog={0,1,2,...} - Menge der natiirlichen Zahlen.
Zulassige Operationen sind die Addition und die Multiplikation, d.h.
die Menge ist beziiglich der Addition oder Multiplikation
abgeschlossen.
e Z=4{...,—-2,—-1,0,1,2,...} - Menge der ganzen Zahlen.
Zulassige Operationen sind Addition, Subtraktion und Multiplikation.
e Q= {g pEZ,q€E N} - Menge der rationalen Zahlen.
Zulassig sind Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division.
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Grundlagen Zahlenmengen

Beispiele

Example (Zahlenmengen)

Zu welchen Mengen gehoren die folgenden Zahlen:

a.) 4

b.) 2

c.) —=3,5

d) Va7

e) 3

f.) 0,3

g) 2 =-0,18

h.) Die Zahl der Produkte, die eine Fabrik an einem bestimmten Tag
herstellt. /
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Grundlagen Zahlenmengen

Gibt es weitere Zahlenmengen?

@ Zu welcher Zahlenmenge gehort 77
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[GOLCIEECIMN  Zahlenmengen

Gibt es weitere Zahlenmengen?

@ Zu welcher Zahlenmenge gehort 77

@ Die Zahl 7 ist keine rationale Zahl, denn sie kann nur als Grenzwert

einer Reihe von rationalen Zahlen

4 4 4 4 4
T=4— - f-——— - ——+

3 5 7 9 11

dargestellt werden.
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Gibt es weitere Zahlenmengen?

@ Zu welcher Zahlenmenge gehort 77
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[GOLCIEECIMN  Zahlenmengen

Gibt es weitere Zahlenmengen?

@ Zu welcher Zahlenmenge gehort 77

@ Die Zahl 7 ist keine rationale Zahl, denn sie kann nur als Grenzwert
einer Reihe von rationalen Zahlen

4 4 4 4 4 1)m+1
T=4— -4 -——— - — — ... = Z(

3 5 7 9 11 2n—1

dargestellt werden.
e Folglich gilt m ¢ Q
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Grundlagen Zahlenmengen

Gibt es weitere Zahlenmengen?

@ Zu welcher Zahlenmenge gehort 77
@ Die Zahl 7 ist keine rationale Zahl, denn sie kann nur als Grenzwert
einer Reihe von rationalen Zahlen

4 4 4 4 4 (—1)"+1
S R AT A AT AL
T A I Z2n—1

dargestellt werden.

e Folglich gilt m ¢ Q

@ Es gibt eine Vielzahl weiterer Zahlen, die nicht rational sind:
e,V/2,....Diese werden irrationale Zahlen genannt.
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Zahlenmengen
R und C

Definition (Reelle Zahlen)

Die Vereinigung der Mengen der rationalen Zahlen Q und der irrationalen
Zahlen, wird Menge der reellen Zahlen genannt und mit R bezeichnet.
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Zahlenmengen
R und C

Definition (Reelle Zahlen)
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Damit ist die Menge der irrationalen Zahlen durch R\ Q gegeben.
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Zahlenmengen
R und C

Definition (Reelle Zahlen)

Die Vereinigung der Mengen der rationalen Zahlen Q und der irrationalen
Zahlen, wird Menge der reellen Zahlen genannt und mit R bezeichnet.

Damit ist die Menge der irrationalen Zahlen durch R\ Q gegeben.

Definition (Komplexe Zahlen) J
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Zahlenmengen
R und C

Definition (Reelle Zahlen)

Die Vereinigung der Mengen der rationalen Zahlen Q und der irrationalen
Zahlen, wird Menge der reellen Zahlen genannt und mit R bezeichnet.

Damit ist die Menge der irrationalen Zahlen durch R\ Q gegeben.

Definition (Komplexe Zahlen)
spater ...siehe S. 33 J
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Grundlagen Grundrechenarten

Fakultat

Definition (Fakultat)
Die Fakultat einer Zahl n ist durch

n = 1-2.3-.... n, fir neN
o0 =1

definiert.
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Fakultat

Definition (Fakultat)
Die Fakultat einer Zahl n ist durch

n = 1-2.3-.... n, fir neN
o0 =1

definiert.

Die Fakultat n! kann auch mit Hilfe der Produktschreibweise

n
n!:Hi
i=1

geschrieben werden.
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Grundlagen Grundrechenarten

Beispiele

Example (Fakultat)
Multiplizieren Sie die folgenden Ausdriicke aus

) 2

b.) 6

C)( 3)!

d.) (0!+0!+0!)!
)19|

f.)

18!
Denken Sie sich eine weitere Aufgaben aus geben Sie sie ihrem

Nachbarn. )

WS 23/24 13288
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Grundlagen Grundrechenarten

Binomialkoeffizienten

Definition (Binomialkoeffizienten)

Seien k und n nicht negative ganze Zahlen fiir die k < n gilt. Dann heift

n n!
(k) ~ Kl(n—k)!

der Binomialkoeffzient “n Gber k.
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Grundlagen Grundrechenarten

Binomialkoeffizienten

Definition (Binomialkoeffizienten)

Seien k und n nicht negative ganze Zahlen fiir die k < n gilt. Dann heift

n n!
(k) ~ Kl(n—k)!

der Binomialkoeffzient “n Gber k.

Es gelten die folgenden Spezialfalle
(o) =1 @) =n (") =nund () =1
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Grundlagen Grundrechenarten

Beispiele

Example
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Grundlagen Grundrechenarten
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Grundlagen Grundrechenarten

Beispiele
Example
9 9! 7-8-9
) 3)_3!-6!_123_84
6 6! 5.6
b) 2>_2!-4! T2 P
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Grundlagen Grundrechenarten

Beispiele
Example
9 9! 7-8-9
) (3) 36 123 °
6 6! 5.6
b. = =—=1
) (2) 2l 12
99
c.) (98) =99
49
d.) (6) = 13983 816
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Grundlagen Grundrechenarten

Rechnen mit dem Binomialkoeffizienten

Es gilt stets
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Grundlagen Grundrechenarten

Rechnen mit dem Binomialkoeffizienten

Es gilt stets
n B n
k a n—k
n+1 n n
= +
k+1 k k+1
Example
Siehe Pascalsches Dreieck. J
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Grundlagen Grundrechenarten

Binomische Formeln

Fir zwei reelle Zahlen a und b gilt

(a+b)? = a®+2ab+ b?
(a+b)* = a*+3a°b+3ab’+ b3
(a+b)* = a*+423b+6a°b% + 4ab® + b*
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Grundlagen Grundrechenarten

Binomische Formeln

Fir zwei reelle Zahlen a und b gilt

(a+b)? = a®+2ab+ b?
(a+b)* = a*+3a°b+3ab’+b°
(a+b)* = a*+4a%b+6a°b% + 4ab° + b*

Die auftretenden Koeffizienten sind Binomialkoeffizienten.

(a+b)" = z": (Z) a"kpk

k=0
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Grundlagen Grundrechenarten

Binomische Formeln

Alle drei Binomischen Formeln sind:
L (a b) = X7 (2)a" b
2. (a=b)" = T ()a"H(~b)*
3. (a+b)(a—b) = a%— b2

Example

Effektives Rechnen von Potenzen

092
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Grundlagen Grundrechenarten

Binomische Formeln

Alle drei Binomischen Formeln sind:
L (a b) = X7 (2)a" b
2. (a=b)" = T ()a"H(~b)*
3. (a+b)(a—b) = a%— b2

Example

Effektives Rechnen von Potenzen

992 = (100 — 1)?
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Grundlagen Grundrechenarten

Binomische Formeln

Alle drei Binomischen Formeln sind:
L (a b) = X7 (2)a" b
2. (a=b)" = T ()a"H(~b)*
3. (a+b)(a—b) = a%— b2

Example

Effektives Rechnen von Potenzen

992 = (100 —1)2=100>—2-100-1+ 12
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Grundlagen Grundrechenarten

Binomische Formeln

Alle drei Binomischen Formeln sind:
L (a b) = X7 (2)a" b
2. (a=b)" = T ()a"H(~b)*
3. (a+b)(a—b) = a%— b2

Example

Effektives Rechnen von Potenzen

992 = (100 —1)2=100%> —2-100-1+ 1% = 9801
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Grundrechenarten
Binomische Formeln

Alle drei Binomischen Formeln sind:
L (a b) = X7 (2)a" b
2. (a=b)" = T ()a"H(~b)*
3. (a+b)(a—b) = a%— b2

Example

Effektives Rechnen von Potenzen
992 = (100 —1)2=100%> —2-100-1+ 1% = 9801

37 = 7
(a+ab)(a—ab) = 7?
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Grundlagen Grundrechenarten

Potenzen und Logarithmen

Definition (Potenz)
Seien a, b € R, dann heiBt a? die “b-tePotenz von a" oder “a hoch b”. J
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Grundlagen Grundrechenarten

Potenzen und Logarithmen

Definition (Potenz)

Seien a, b € R, dann heiBt a? die “b-tePotenz von a" oder “a hoch b”. J

Es gilt 3% =1 und 02 = 0 fiir alle 2 € R, a # 0 und fiir a € N gilt

_ 1 1
a"=a3-a----- a,a "=—" an=a.
N—— a-a----- a
n mal
pe
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Grundlagen Grundrechenarten

Potenzen und Logarithmen

Definition (Potenz)

Seien a, b € R, dann heiBt a? die “b-tePotenz von a" oder “a hoch b”. J

Es gilt 3% =1 und 02 = 0 fiir alle 2 € R, a # 0 und fiir a € N gilt

_ 1 1
a"=a3-a----- a,a "=—" an=a.
N—— a-a----- a
n mal

Definition (Logarithmus)
Seien a,c € R,a > 0,a # 1, dann heiBt

log, c

der “Logarithmus der Zahl ¢ zur Basis a"

.
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Grundlagen Grundrechenarten

Potenzen und Logarithmen (Gesetze)

Grundsatzlich gilt die Beziehung:

b=log,c e c=af

Example (Logarithmus)
o log, 1024 = 10 denn 210 = 1024

@ logy0100 = 2 denn 10 - 10 = 10% = 100
@ log.10 =1In10 = 2,302585

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24
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Grundlagen Grundrechenarten

Potenzen und Logarithmen (Gesetze)

Folgenden Gesetze gelten bei Potenzen und Logarithmus

e abPac = abtc und 3—12 = gb—¢
(a-b)¢ =ac- b
(ab)c — ab-c

log,(b-c)=log,b+log,c
log,(2) = log, b — log, c
log, b¢ = c-log, b

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24
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Grundlagen Grundrechenarten

Potenzen und Logarithmen (Gesetze)

Folgenden Gesetze gelten bei Potenzen und Logarithmus

e abPac = abtc und 3—12 = gb—¢
(a-b)¢ =ac- b
(ab)c — ab-c

log,(b-c)=log,b+log,c
log,(2) = log, b — log, c
@ log, b =c-log,b

Basiswechsel
@ 3¢ = bc-logba

log, ¢
log, a

@ log,c=

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24

21 /288



Grundlagen Grundrechenarten

Potenzen und Logarithmen (Beispiel)

Example (Beispiel)

Berechnen Sie:

V9801100 —
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Grundlagen Grundrechenarten

Potenzen und Logarithmen (Beispiel)

Example (Beispiel)

Berechnen Sie:

/0801190 — 980115
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Grundlagen Grundrechenarten

Potenzen und Logarithmen (Beispiel)

Example (Beispiel)

Berechnen Sie:

/0801190 — 980115
= 08012
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22 /288



Grundlagen Grundrechenarten

Potenzen und Logarithmen (Beispiel)

Example (Beispiel)
Berechnen Sie:

/0801190 — 980115
= 08012
96059601

Eine direkte Berechnung mit dem Taschenrechner scheitert im Normalfall.

y
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S
Absolutbetrag und Signum

Definition (Absolutbetrag)
Der Absolutbetrag |x| einer Zahl x € R ist definiert durch

x| = x, falls x>0
XI=) —x. fallsx <0

Definition (Signum)
Das Signum (Vorzeichen) einer reellen Zahl x ist gegeben durch

sgn(x) = ’i—|, fur x # 0, sgn(0) = 0.
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Grundlagen Grundrechenarten

Rechnen mit Betragen

Fir das Rechnen mit Betragen gelten die folgenden Regeln:
e x| >0
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Grundlagen Grundrechenarten

Rechnen mit Betragen

Fir das Rechnen mit Betragen gelten die folgenden Regeln:
e x| >0

° |x|=[-x|
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Grundlagen Grundrechenarten

Rechnen mit Betragen

Fir das Rechnen mit Betragen gelten die folgenden Regeln:
e x| >0
° |x| =|—x|

o [x|<ae—-a<x<a
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Grundlagen Grundrechenarten

Rechnen mit Betragen

Fir das Rechnen mit Betragen gelten die folgenden Regeln:

e x| >0

o x| = -]

o [x|<ae—-a<x<a

° [x| >as x< —aoderx>a
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Grundlagen Grundrechenarten

Rechnen mit Betragen

Fir das Rechnen mit Betragen gelten die folgenden Regeln:
e x| >0

x| <ae —a<x<a
x| >a< x < —aoderx>a
Ix -yl =Ix| -yl
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Grundlagen Grundrechenarten

Rechnen mit Betragen

Fir das Rechnen mit Betragen gelten die folgenden Regeln:
e x| >0
o x| = |-l
o [x|<as —a<x<a
° [x| >as x< —aoderx>a
o [x-y|=|x|-lyl
o [x+y| <|x|+|y| Dreiecksungleichung
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Losen quadratischer Gleichungen
Gegeben seien p, g € R und gesucht ein x € R fiir das

x>+ px+qg=0

gilt.
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Losen quadratischer Gleichungen

Gegeben seien p, g € R und gesucht ein x € R fiir das
x> 4+px+qg=0

gilt.
Als Losung erhalt man

2
P P
X1/2:—§i Z—q

Es gilt x € R g.dw %2 —q > 0 gilt.
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Gieichung & Ungleichung
Regeln fir Ungleichungen

a<b=a+c<b+c
a<bc<d=a+c<b+d
a< b= ac< bc, firc>0
a< b= ac> bc, firc<0
a<b,0<c<d= ac< bd
a<b=—-a>-b
O<a<b=1>1

a<b&s a<bodera=b
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Beispiele

Example
Losen Sie folgende Gleichungen nach x auf

o /x—vx—-1=+2x-1

-1
° 223
@ 18x2 —3x =10
o X2+ x—4=2 )
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Grundlagen Intervalle

Intervalle

Eine Teilmenge / von R, die auf der Zahlengeraden durch zwei Randpunkte
a und b mit a < b begrenzt wird, heiBt (beschranktes) Intervall.
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Grundlagen Intervalle

Intervalle

Eine Teilmenge / von R, die auf der Zahlengeraden durch zwei Randpunkte
a und b mit a < b begrenzt wird, heiBt (beschranktes) Intervall.

@ Abgeschlossenes Intervall | = [a, b] = {x € R|a < x < b}
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Grundlagen Intervalle

Intervalle

Eine Teilmenge / von R, die auf der Zahlengeraden durch zwei Randpunkte
a und b mit a < b begrenzt wird, heiBt (beschranktes) Intervall.

@ Abgeschlossenes Intervall | = [a, b] = {x € R|a < x < b}
o Offenes Intervall: | = (a,b) = {x € Rla < x < b}
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Grundlagen Intervalle

Intervalle

Eine Teilmenge / von R, die auf der Zahlengeraden durch zwei Randpunkte
a und b mit a < b begrenzt wird, heiBt (beschranktes) Intervall.

@ Abgeschlossenes Intervall | = [a, b] = {x € R|a < x < b}
o Offenes Intervall: | = (a,b) = {x € Rla < x < b}
@ Rechtsoffen | = [a,b) = {x € R|a < x < b}
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Grundlagen Intervalle

Intervalle

Eine Teilmenge / von R, die auf der Zahlengeraden durch zwei Randpunkte
a und b mit a < b begrenzt wird, heiBt (beschranktes) Intervall.

@ Abgeschlossenes Intervall | = [a, b] = {x € R|a < x < b}
o Offenes Intervall: | = (a,b) = {x € Rla < x < b}

@ Rechtsoffen | = [a,b) = {x € R|a < x < b}

o Linksoffen | = (a, b] = {x € Rla < x < b}
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Grundlagen Intervalle

Intervalle

Eine Teilmenge / von R, die auf der Zahlengeraden durch zwei Randpunkte
a und b mit a < b begrenzt wird, heiBt (beschranktes) Intervall.

@ Abgeschlossenes Intervall | = [a, b] = {x € R|a < x < b}
o Offenes Intervall: | = (a,b) = {x € Rla < x < b}

@ Rechtsoffen | = [a,b) = {x € R|a < x < b}

o Linksoffen | = (a, b] = {x € Rla < x < b}

Variante fiir die Handschrift: man schreibt auch umgedrehte eckige
Klammern statt runde, Bsp.: ]a, b[ fiir (a, b).
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Grundlagen Intervalle

Unbeschrankte Intervalle

Eine Teilmenge / von R, die hochstens von einem Randpunkt begrenzt
wird heiBt unbeschranktes Intervall.
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Grundlagen Intervalle

Unbeschrankte Intervalle

Eine Teilmenge / von R, die hochstens von einem Randpunkt begrenzt
wird heiBt unbeschranktes Intervall.

o | =[a,+0)={x € Rla< x}
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Grundlagen Intervalle

Unbeschrankte Intervalle

Eine Teilmenge / von R, die hochstens von einem Randpunkt begrenzt
wird heiBt unbeschranktes Intervall.

o | =[a,+0)={x € Rla< x}
o | =(a,+) ={x € Rla< x}
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Grundlagen Intervalle

Unbeschrankte Intervalle

Eine Teilmenge / von R, die hochstens von einem Randpunkt begrenzt
wird heiBt unbeschranktes Intervall.

o | =[a,+)={x € Rla < x}
o | =(a,+) ={x € Rla< x}
o | =(—o00,b) ={x € R|x < b}
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Grundlagen Intervalle

Unbeschrankte Intervalle

Eine Teilmenge / von R, die hochstens von einem Randpunkt begrenzt
wird heiBt unbeschranktes Intervall.

o | =[a,+0)={x € Rla< x}
o | =(a,+) ={x € Rla< x}
o | =(—o00,b) ={x € R|x < b}
o /| =(—00,+0)=R
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Grundlagen Intervalle

Unbeschrankte Intervalle

Eine Teilmenge / von R, die hochstens von einem Randpunkt begrenzt
wird heiBt unbeschranktes Intervall.

o | =[a,+0)={x € Rla< x}
o | =(a,+) ={x € Rla< x}
o | =(—o00,b) ={x € R|x < b}
o |=(—00,+0)=R

Example (Intervalle)
Was ist der Unterschied zwischen [1,2] und {1;2}7? J
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VL Al
Vollstandige Induktion

Prinzip der vollstandigen Induktion zum Beweis einer Aussage:
(i) Induktionsanfang: Die zu beweisende Aussage ist fiir ng = 1 richtig.
(ii) Induktionsannahme: Es wird angenommen, dass die Aussage fiir
ni = k richtig ist.
(iii) Induktionsschluss: Wenn die Aussage fiir nx = k richtig ist, dann ist
sie auch fiir ng41 = k + 1 richtig.

Die Aussage ist fiir alle natirlichen Zahlen giiltig, wenn zunachst (i)
bewiesen wird und unter Verwendung der Annahme (ii) auch die
Behauptung (iii) gezeigt werden kann.
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N C L Cull) o'standiige Indution
Vollstandige Induktion - Beispiel

Example

Vollstandige Induktion Beweisen Sie dass fiir jedes n € N

n(n+1)

L4243+ ==

gilt.

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24
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Komplexe Zahlen

Contents

9 Komplexe Zahlen
@ Motivation
@ Definition und Darstellung

@ Grundbegriffe

@ Umwandlung
@ Rechnen mit komplexen Zahlen

WS 23/24  32/288
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Komplexe Zahlen Motivation

Komplexe Zahlenebene

(Quelle: wikipedia.org)

Farbig kodierte Anzahl der Iteration x, 11 = x2 + ¢ bis |x| > 103 gilt.

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24
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Komplexe Zahlen Motivation

Motivation komplexer Zahlen

Ziel ist es die Basisoperationen fiir komplexe Zahlen zu lernen.
Typische Aufgaben:

@ Seizy =1+ 4i, z2=2—6i, berechne zy + 2, z21 - 20, z1 : 2o, z1 + 77,
z1-271.
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Komplexe Zahlen Motivation

Motivation komplexer Zahlen

Ziel ist es die Basisoperationen fiir komplexe Zahlen zu lernen.
Typische Aufgaben:
@ Sei z1 =1+ 4i, zo =2 — 6i, berechne z1 + 25, z1 - 20, z1 : 2o, z1 + 71,
z1-271.

o Wie ist die kartesische Darstellung von z = 4e31127?
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Komplexe Zahlen Motivation

Motivation komplexer Zahlen

Ziel ist es die Basisoperationen fiir komplexe Zahlen zu lernen.
Typische Aufgaben:
@ Sei z1 =1+ 4i, zo =2 — 6i, berechne z1 + 25, z1 - 20, z1 : 2o, z1 + 71,
z1-271.

o Wie ist die kartesische Darstellung von z = 4e31127?

@ Wie ist die exponentielle Darstellung von z =1+ i7
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Komplexe Zahlen Motivation

Motivation komplexer Zahlen

Ziel ist es die Basisoperationen fiir komplexe Zahlen zu lernen.
Typische Aufgaben:

@ Sei z1 =1+ 4i, z2=2—06i, berechne z; + 20, z1 - 2, z1 : 20, z1 + 771,
Z1 - 2721.

@ Wie ist die kartesische Darstellung von z = 4e31127

@ Wie ist die exponentielle Darstellung von z =1 +i?

@ Wie ist die trigonometrische Darstellung von z =1 +i?
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Komplexe Zahlen Motivation

Motivation komplexer Zahlen

Ziel ist es die Basisoperationen fiir komplexe Zahlen zu lernen.
Typische Aufgaben:

@ Seizy =1+ 4i, z2=2—6i, berechne zy + 2, z21 - 20, z1 : 2o, z1 + 77,
Z1 - 2721.

@ Wie ist die kartesische Darstellung von z = 4e31127

@ Wie ist die exponentielle Darstellung von z =1+ i7

@ Wie ist die trigonometrische Darstellung von z =1 +i?

@ Geben Sie die n-ten Wurzeln von z = 8i an (n = 3) und stellen Sie
diese in der GauBBchen Zahlenebene dar.
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Komplexe Zahlen Motivation

Motivation komplexer Zahlen

Ziel ist es die Basisoperationen fiir komplexe Zahlen zu lernen.
Typische Aufgaben:
@ Sei z1 =1+ 4i, zo =2 — 6i, berechne z1 + 25, z1 - 20, z1 : 2o, z1 + 71,
z1-271.

Wie ist die kartesische Darstellung von z = 4e3+27

Wie ist die exponentielle Darstellung von z =1+ i?

Wie ist die trigonometrische Darstellung von z =1 4 i?

Geben Sie die n-ten Wurzeln von z = 8i an (n = 3) und stellen Sie
diese in der GauBBchen Zahlenebene dar.

Beweisen Sie z1 + zo = z1 + 25

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 34 /288



Komplexe Zahlen Definition und Darstellung

Definition kopmlexer Zahlen

Definition (C)

Unter einer komplexen Zahl z versteht man die Summe einer reellen Zahl a
und einem Vielfachen bi der imaginéren Einheit i := /—1,

z=a+ bi
Die Menge der komplexen Zahlen ist gegeben durch
C={z=a+bi: a,beR}.

Der Realteil von z wird mit Re(z) = a bezeichnet. Der Imaginérteil von z
mit Im(z) = b bezeichnet.
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Komplexe Zahlen Definition und Darstellung

Definition kopmlexer Zahlen

Definition (C)
Unter einer komplexen Zahl z versteht man die Summe einer reellen Zahl a
und einem Vielfachen bi der imaginéren Einheit i := /—1,

z=a+ bi
Die Menge der komplexen Zahlen ist gegeben durch
C={z=a+bi: a,beR}.

Der Realteil von z wird mit Re(z) = a bezeichnet. Der Imaginérteil von z
mit Im(z) = b bezeichnet.

Offensichtlich ist R C C, denn jede reelle Zahl ist auch ein komplexe Zahl
mit b = 0.
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Komplexe Zahlen Definition und Darstellung

Beispiele

Example
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Komplexe Zahlen Definition und Darstellung

Beispiele

Example

Il
o

x>+9
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Komplexe Zahlen Definition und Darstellung

Beispiele

Example

Il
o

x>+9

X1/2 = :l:\/ -9

Mathe 1 WS 23/24
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Beispiele
Example
x*4+9 = 0

X1/2 = :l:\/ —9
X1/2 = :|:3 V -1

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24
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Komplexe Zahlen Definition und Darstellung

Beispiele
Example
x*+9 = 0
x> = -9
X1/2 = :l:\/ —9
X1/2 = :|:3 V -1
X1 = 3i
Mathe 1 WS 23/24 36,288



Komplexe Zahlen Definition und Darstellung

Beispiele
Example

X*+9 =0

X1/2 = :l:\/ —9
X1/2 = :|:3 V -1

X1

I
w

x = —3i
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Komplexe Zahlen Definition und Darstellung

Beispiele

Example
X*+9 =0
x2 = -9
X1/2 = :l:\/ —9
X1/2 = :|:3 V -1
X1 = 3i
x = —3i )
@ Re(x1) =0
e Im(x) =3

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24
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Komplexe Zahlen Definition und Darstellung

Beispiele

Example

Loésen Sie:

x2—8x+24=0
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Komplexe Zahlen Definition und Darstellung

Beispiele
Example
Losen Sie:

x2—8x+24=0

Losung

X1/2 = 4i\/16—24

Hechler/Thiimmel Mathe 1
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Komplexe Zahlen Definition und Darstellung

Beispiele

Example

Loésen Sie:

x2—8x+24=0

Losung

X1/2 = 4i\/16—24
X1/2 = 4:|:\/—8
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Komplexe Zahlen Definition und Darstellung

Beispiele

Example

Loésen Sie:

x? —8x+24=0
Losung
X1/2 = 4i\/16—24

X1/2 = 4:|:\/—8
X]_/2 = 4+ V —1\/§
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2= ] PGl
Beispiele

Example
Loésen Sie:
x2—8x+24=0
Losung
X1/2 = 4i\/16—24
X1/2 = 4 :l: V —8
X]_/2 = 4:|: V —1\/§
x1 = 4+iV8
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2= ] PGl
Beispiele

Example

Loésen Sie:
x2—8x+24=0
Losung
X1/2 = 4i\/16—24
X1/2 = 4 :l: V —8
X]_/2 = 4:|: V —1\/§

x1 = 4+iV8
Xo = 4—i\/§
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Komplexe Zahlen Definition und Darstellung

Darstellung in der GauBschen Zahlenebene

Im
3_
z=a+bi=re®
JZ
bita r
L L~
4002 10 1 2 3 Re
14 p
2
C 3

(Quelle: wikipedia.org)
Es gilt

z= a+bi =r(cosp+ising)= ey = rexp(ip)

kartesisch trigonometrisch exponentiell

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24
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Grundbegrifi
Grundbegriffe

Es gilt i2 = —1.

Zwei komplexe Zahlen

zZ1=a1+bii und 2z =a+ boi

heiBen gleich g.d.w. a3 = a» und b; = b, gilt.

Die zu einer komplexen Zahl z = a + bi gehorige Zahl
Z=a— bi

heiBt die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Der Betrag von z = a+ bi ist definiert durch

z| = Va2 + b2.
2|

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24
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Sy
Grundbegriffe - Beispiel

Example

Berechnen Sie fiir z; =4 + 3i und zp = —3 — iVT:
a) |z

||

1

b

(@}

d

(S

k)

Gilt z1 = %7

)
)
)
)
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Komplexe Zahlen Umwandlung

Trigonometrische Form

Durch die Einfithrung von Polarkoordinaten a = rcos und b = rsin ¢

mit r = |z| und

p=argz =

arctan 2,
arctan g + T,
arctan g + 2,

us
29
s

-3

0,

b

a>0,b>0
a<0,beR
a>0,b<0
a=0,b>0
a=0,b<0
a=b=0

kann die komplexe Zahl z auch durch r(cos ¢ + isin ) dargestellt werden.

Hechler/Thiimmel

Mathe 1

WS 23/24
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Komplexe Zahlen Umwandlung

Exponentielle Form

Wegen der Eulerformel
e¥ = cosp +isingp
ist die trigonometrische Form r(cos ¢ + isin¢) von z identisch mit

z = re'¥.

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24

42 /288



Komplexe Zahlen Umwandlung

Exponentielle Form

Wegen der Eulerformel
e¥ = cosp +isingp

ist die trigonometrische Form r(cos ¢ + isin¢) von z identisch mit

z=re".
Es gilt
P — e|<p+27r|k.
Mathe 1

WS 23/24 42288



Komplexe Zahlen Umwandlung

Kartesische in die trigonometrische oder exponentielle
Form

Zu berechnen a + bi = r(cos ¢ + isin ), gesucht ist also r und .

Example
z = a+bi=—V3—]
v
Mathe 1

WS 23/24 43288



Komplexe Zahlen Umwandlung

Kartesische in die trigonometrische oder exponentielle
Form

Zu berechnen a + bi = r(cos ¢ + isin ), gesucht ist also r und .

Example
z = a+bi=—V3-i
r = |z|=vVa2+ b2
v
Mathe 1

WS 23/24 43288



Komplexe Zahlen Umwandlung

Kartesische in die trigonometrische oder exponentielle
Form

Zu berechnen a + bi = r(cos ¢ + isin ), gesucht ist also r und .

Example
z = a+bi=—V3—i
ro = lzl=vVa?+b=v3+1=2
Mathe 1

WS 23/24 43288



Komplexe Zahlen Umwandlung

Kartesische in die trigonometrische oder exponentielle
Form

Zu berechnen a + bi = r(cos ¢ + isin ), gesucht ist also r und .

Example

z = a+bi=—V3—i
r = lzl=va+b2=y3+1=2

@ = arctan—+m
a
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Komplexe Zahlen Umwandlung

Kartesische in die trigonometrische oder exponentielle
Form

Zu berechnen a + bi = r(cos ¢ + isin ), gesucht ist also r und .

Example

z = a+bi=—V/3—i
ro= |z|=Vva+b2=v3+1=2

7
¢ = arctan — + m = arctan +7T==-7

1
a -3 6

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 43288



Komplexe Zahlen Umwandlung

Kartesische in die trigonometrische oder exponentielle
Form

Zu berechnen a + bi = r(cos ¢ + isin ), gesucht ist also r und .

Example

z = a+bi=—V/3—i
ro= |z|=Vva+b2=v3+1=2

7
¢ = arctan — + m = arctan +7T==-7

1
a -3 6

=2z = r(cosy+isinyp)
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Komplexe Zahlen Umwandlung

Kartesische in die trigonometrische oder exponentielle
Form

Zu berechnen a + bi = r(cos ¢ + isin ), gesucht ist also r und .

Example

z = a+bi=—V/3—i
ro= |z|=Vva+b2=v3+1=2

- 7
% arcana+7r arctan — 3+7T 677
. 7 L7

=z = r(coscp—l—lsmcp):Z(cos67r—|—|sm67r>
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Komplexe Zahlen Umwandlung

Kartesische in die trigonometrische oder exponentielle
Form

Zu berechnen a + bi = r(cos ¢ + isin ), gesucht ist also r und .

Example

z = a+bi=—V/3—i
ro= |z|=Vva+b2=v3+1=2

- 7
% arcana+7r arctan — 3+7T 677
. 7 L7
=2z = r(cosp+isinp) =2 cos o + isin o
= 2el%ﬂ—
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Komplexe Zahlen Umwandlung

Exponentielle in die kartesische Form

Zu berechnen re'¥ = a + bi, gesucht ist also a und b.

Example

z = re'¥=3e4"

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24

44 /288



Komplexe Zahlen Umwandlung

Exponentielle in die kartesische Form

Zu berechnen re'¥ = a + bi, gesucht ist also a und b.

Example

z = re¥= 3ei§7r
— 3 § _'_ i 'n§
= cos i i si i
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Komplexe Zahlen Umwandlung

Exponentielle in die kartesische Form

Zu berechnen re'¥ = a + bi, gesucht ist also a und b.

Example

z = re¥= 3ei§7r
— 3 § _'_ i 'n§
= cos i i si i

= 3cos %ﬂ' + 3isin %77
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Komplexe Zahlen Umwandlung

Exponentielle in die kartesische Form

Zu berechnen re'¥ = a + bi, gesucht ist also a und b.

Example

. .3
z = re'¥=3e4"

= COS47T ISIn47T

= 3cos %ﬂ' + 3isin %77
_i + i|
V2 2
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Komplexe Zahlen Umwandlung

Umwandlung - Beispiel

Example

Gegeben seien z;1 =4 4+ 3i und z, = 5ei™. Geben Sie
a) zj in trigonometrische Form
b) z in kartesische Form
c) zi in exponentielle Form

an.

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 45288



Rechnen mit komplexen Zahlen
Addition und Subtraktion

Definition (Summe und Differenz)

Die Summe z; + z» und die Differenz z; — z, zweier komplexer Zahlen
zZi=a1+iby und =z =a+ib
sind definiert durch

z1+2z = (a1+a)+i(b1+ b2)
Z1 — 2 = (31—22)+i(b1—b2)

v

Addition und Subtraktion sind nur in kartesischer Form méglich. Liegt z in
anderer Form vor muss z in kartesische Form umgewandelt werden.
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D Gl L e
Addition Subtraktion - Beispiel

Example

Berechnen Sie mit zy =4 +3iund o =3 —i:
a) z1+ 2
) 2+

c) z1— 2
)

Ht+z1—Z21— 2
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D Gl L e
Multiplikation

Definition (Multiplikation)

Das Produkt z; - zo zweier komplexer Zahlen
71 = a1 +iby = n(cosp1 +isings)
zp = ap+iby = r(cospr +isings)
ist definiert durch

71 -z = ajax— biby+i(aibs + b1ao)

= nn(cos(p1 + p2) +isin(p1 + ¢2))
— r1r2ei(§01+902)
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Komplexe Zahlen Rechnen mit komplexen Zahlen

Multiplikation - Beispiel

Example

Berechnen Sie mit z; = 2¢'% und zp = —1 +i:
a) z1- 2
b) z1-Z1

c) 222
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D Gl L e
Multiplikation - Beispiel

Example

Berechnen Sie mit z; = 2¢'% und zp = —1 +i:

a) z1- 2

b) Z1 1

c) 222

Theorem

Fiir jede komplexe Zahl z € C gilt zz = |z|?.
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Division
Definition (Division)
Der Quotient z;/z, zweier Komplexer Zahlen

z1 = a1 +ib1 = ri(cospi +isinp) = re'#t
2

ap +iby = ry(cos pp +isingy) = ryel??

ist definiert durch

71 aatbb  ab —aib
= 2 12 S R
n ..
= E(COS(% — p2) +isin(ip1 — ¥2))
— Eei(%—m)
r
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Komplexe Zahlen Rechnen mit komplexen Zahlen

Division - Beispiel

Example

Berechnen Sie mit z; =4 +3iund o =3 —i:
a) z1/z

b) z1/zx
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Komplexe Zahlen Rechnen mit komplexen Zahlen

Potenzieren und Wurzel

Definition (Potenzieren)

Die Potenz z? einer komplexen Zahl z € C, die in trigonometrischer bzw.
exponentieller Form gegeben sei, z = r(cos ¢ + ising) = re'? ist definiert
durch

7% = r?(cos(ay) + isin(ap)) = re®, acR
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Komplexe Zahlen Rechnen mit komplexen Zahlen

Potenzieren und Wurzel

Definition (Potenzieren)

Die Potenz z? einer komplexen Zahl z € C, die in trigonometrischer bzw.
exponentieller Form gegeben sei, z = r(cos ¢ + ising) = re'? ist definiert
durch

7% = r?(cos(ay) + isin(ap)) = re®, acR

Definition (Wurzel)

Die n-te Wurzel \/z einer komplexen Zahl z € C ist gegeben durch die
Menge aller Lésungen der Gleichung x" = z, definiert durch

Vz={xeC:x"=z}, zeC
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Komplexe Zahlen Rechnen mit komplexen Zahlen

n-te Einheitswurzel

Theorem
Die Gleichung x" = z besitzt fiir jede kopmlexe Zahl z genau n Lésungen.
Die Lésungsmenge </z ist durch

y =

1 p+2km
\’ﬁ:{xk:rne’ n k—O,...,n—l}

gegeben.
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Komplexe Zahlen Rechnen mit komplexen Zahlen

n-te Einheitswurzel

Theorem

Die Gleichung x" = z besitzt fiir jede kopmlexe Zahl z genau n Lésungen.
Die Lésungsmenge </z ist durch

1

1 p+2km
\’ﬁ:{xk:rne’ ", kzO,...,n—l}

gegeben.

Example

Geben Sie die n-ten Wurzeln von z = 8i an (n = 3) und stellen Sie diese in
der GauBchen Zahlenebene dar.

v
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Anwendung

Vektoren kommen in sehr vielen Bereichen im taglichen Leben vor:
o Navigationssystemen

@ Raumnummern

@ CAD Systemen

@ Physik

o Farbe

°

Lineare Gleichungssystem fiir die Berechnung von wirtschaftlichen
Anlagen
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Motivation und Definition
Was ist ein Vektor?

Definition
Ein n-dimensionaler Vektor v € R" ist ein n-Tupel

v=_(v1,v2,...,Vp),
mit v; € R fiir alle i = 1,...,n. Die v; sind die Koordinaten des Vektors v. |
Schreibweise
Vi
V= V:2 oder \7:(v1,v2,...v,,)T
Vn

()7 steht fiir transponiert.
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ST I
Beispiel Vektoren

Example
Beispiele fiir Vektoren
o a=(2,3)7 € R? ist ein zweidimensionaler Vektor, also a € R x R

e c=(15,0,-2.6,4, 5)T € R® ist ein fiinfdimensionaler Vektor, also
CERXRXRXxRxR
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Motivation und Definition
Ortsvektor

Jedem Vektor 3 = (a1, an,...,an)’ € R" entspricht ein Punkt P mit
P =(a1,a2,...,an). Der Vektor a € R" wird als Pfeil dargestellt, der den
Koordinatenursprung mit Punkt P verbindet.

Definition

Der Ortsvektor 0P € R” ist ein Pfeil, der den Punkt 0 = (0,...,0) € R"
mit dem Punkt P = (x1,...,xn) € R" verbindet.
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ST I
Beispiel

Example
Sei A= (2,3) und B = (—3,0), bestimmen Sie:
1) 0A

2) 0B

3) AB
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ST I
Beispiel

Example

Sei A= (2,3) und B = (—3,0), bestimmen Sie:
1) 0A
2) 0B
3) AB

1 und 2 sind Ortsvektoren.

3 ist ein Richtungsvektor.
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Rechnen mit Vektoren
Addition von Vektoren

Definition

Sei &= (a1, ... an)T € R" und b = (by,...b,)7 € R". Dann ist die
Summe & + b definiert, durch

a1+ b
545 = |2tk
an + b,

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24  60/288



Rechnen mit Vektoren
Addition von Vektoren

Definition
Sei &= (a1, ... an)T € R" und b = (by,...b,)7 € R". Dann ist die
Summe 3+ b definiert, durch

a1+ b
545 = |2tk
an + b,

Example

Berechnen Sie fiir = (2,3) und b=(-21)":
1)d+bund2)3d—bund3)3—3
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I
Skalare Multiplikation

Definition
Sei 3= (a1,...a,)" € R" ein Vektor und k € R ein Skalar. Dann ist die
skalare Multiplikation des Vektors & mit dem Skalar k definiert, durch
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I
Skalare Multiplikation

Definition
Sei 3= (a1,...a,)" € R" ein Vektor und k € R ein Skalar. Dann ist die
skalare Multiplikation des Vektors & mit dem Skalar k definiert, durch

Example

Berechnen Sie fiir 3= (2,3)7 und k = 2:
1) k-3und2) k1-3und3) k-3—3
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I
Beispiel

Example

Sei 3=(2,3)7;b=(-3,0)T; k = 0.5 berechnen Sie:

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24
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Rechnen mit Vektoren
Nullvektor und Gleichheit

Definition (Nullvektor)
Der Nullvektor 0 ist der Vektor 0 = (0,...,0)7 € R". J
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Rechnen mit Vektoren
Nullvektor und Gleichheit

Definition (Nullvektor)
Der Nullvektor 0 ist der Vektor 0 = (0,...,0)7 € R".

Definition (Gleichheit)

Zwei Vektoren 3 und b sind gleich, wenn alle Koordinaten paarweise gleich
sind, also a; = by, ap = by, ... a, = b, gilt.
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N L) - i Velcoren

Lange eines Vektors

Definition (Lénge eines Vektors)

Die Lange (|| - ||2-Norm) eines Vektors vV € R"” mit v = (vi, v, ..

v T ist
gegeben durch

172 = B+ 3+ + 2
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N L) - i Velcoren

Lange eines Vektors

Definition (Lénge eines Vektors)

Die Lange (|| - ||2-Norm) eines Vektors vV € R" mit v = (vi, vo,.

coyvn) st
gegeben durch

1712 = V2 + VB + -+ v2 = ||7]
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N L) - i Velcoren

Lange eines Vektors

Definition (Lénge eines Vektors)

Die Lange (|| - ||2-Norm) eines Vektors vV € R" mit v = (vi, vo,.

coyvn) st
gegeben durch

1712 = V2 + VB + -+ v2 = ||7]

Example

Berechnen Sie fiir a = (3,4,0)", b=(2,0,1,—2)" und ¢ = (1,-3,21)7
jeweils die || - ||2-Norm
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Einheitsvektor

Definition
Ein Einheitsvektor ist ein Vektor v der Lange 1, d.h. ||V|| = 1. J
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Einheitsvektor

Definition

Ein Einheitsvektor ist ein Vektor v der Lange 1, d.h. ||V|| = 1. J

Spezielle Einheitsvektoren im R” sind:

e =(1,0,...,0)7, &=(0,1,0,...,0)", e, = (0,...,0,1)7
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Abstand zweier Punkte

Vorgehen:

Gegeben seien zwei Punkte A und B. Wie groB ist der Abstand zwischen
den beiden Punkten?
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Rechnen mit Vektoren
Abstand zweier Punkte

Vorgehen:

Gegeben seien zwei Punkte A und B. Wie groB ist der Abstand zwischen
den beiden Punkten?

Zwischen A und B existiert der Richtungsvektor AB.
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Abstand zweier Punkte

Vorgehen:

Gegeben seien zwei Punkte A und B. Wie groB ist der Abstand zwischen
den beiden Punkten?

Zwischen A und B existiert der Richtungsvektor AB.

Dieser hat die Lange ||AB|.
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Abstand zweier Punkte

Vorgehen:

Gegeben seien zwei Punkte A und B. Wie groB ist der Abstand zwischen
den beiden Punkten?

Zwischen A und B existiert der Richtungsvektor AB.
Dieser hat die Lange ||AB||.

Example

Berechnen Sie den Abstand von A =(3,1,0,2) und B = (5,1,-2,3). J
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B
Lineare Abhangigkeit

Definition (Linearkombination)

Gegeben seien die Vektoren v; € R" und Skalare \; e R fur i =1, ...
Dann heiBt der Ausdruck

k
Avi+ Aava + o Avie = DA
i=1
Linearkombination der Vektoren vy, ..., vk.
o
Mathe 1
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B
Lineare Abhangigkeit

Definition (Linearkombination)
Gegeben seien die Vektoren v; € R" und Skalare A\; e R fir i =1,..., k.
Dann heiBt der Ausdruck

k

AV 4+ Aovo + - Av = Z)\ivi
i—1

Linearkombination der Vektoren vy, ..., vk.

Definition (Lineare Abhéngigkeit und Unabhangigkeit)

Die Vektoren vi,..., v, € R” sind linear Unabhéngig, wenn sich der
Nullvektor O nur durch eine Linearkombination der Vektoren erzeugen
lasst, in der alle Koeffizienten der Kombination auf den Wert Null gesetzt
werden.

v
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Satz zur linearen Unabhangigkeit

Theorem

Die Vektoren v; € R" sind genau dann linear abhangig, wenn sich

(irgend- )einer dieser Vektoren als Linearkombination der (ibrigen schreiben
lasst.
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Satz zur linearen Unabhangigkeit

Theorem

Die Vektoren v; € R" sind genau dann linear abhangig, wenn sich

(irgend- )einer dieser Vektoren als Linearkombination der (ibrigen schreiben
lasst.

Example

Sind die folgenden Vektoren linear abhangig oder unabhangig?
1) v =(3,1,-2)" und vo = (—6,-2,4)7
2) vi =(0,1,-3)7, vo = (~1,4,0)" und vz = (3,14, -6)"

3) Bestimmen Sie drei Vektoren die linear abhdngig oder unabhangig
sind und geben Sie diese lhrem Nachbarn als Hausaufgabe.
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et
Skalarprodukt

Definition

Das Skalarprodukt (3, E> € R zweier Vektoren 3, b € R” ist gegeben durch

(a, E) =aibi + abo+ -+ apby = Z ajb;.
i—1
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et
Skalarprodukt

Definition

Das Skalarprodukt (3, E> € R zweier Vektoren 3, b € R” ist gegeben durch

(a, E) =aibi + abo+ -+ apby = Z ajb;.
i—1

Example
Sei a=(1,0,2)7 und b= (-2,3,4)". Dann ist

(a, b) =
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et
Skalarprodukt

Definition

Das Skalarprodukt (3, E> € R zweier Vektoren 3, b € R” ist gegeben durch

(a, E) =aibi + abo+ -+ apby = Z ajb;.
i—1

Example
Sei a=(1,0,2)7 und b= (-2,3,4)". Dann ist

(a,b) =1-(~2)
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et
Skalarprodukt

Definition

Das Skalarprodukt (3, E> € R zweier Vektoren 3, b € R” ist gegeben durch

(a, E) =aibi + abo+ -+ apby = Z ajb;.
i—1

Example
Sei a=(1,0,2)7 und b= (-2,3,4)". Dann ist

(a,b) =1-(~2)+0-3
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et
Skalarprodukt

Definition

Das Skalarprodukt (3, E> € R zweier Vektoren 3, b € R” ist gegeben durch

(a, E) =aibi + abo+ -+ apby = Z ajb;.
i—1

Example
Sei a=(1,0,2)7 und b= (-2,3,4)". Dann ist

(a,b) =1-(=2)+0-3+2-4
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et
Skalarprodukt

Definition

Das Skalarprodukt (3, E> € R zweier Vektoren 3, b € R” ist gegeben durch

(a, E) =aibi + abo+ -+ apby = Z ajb;.
i—1

Example
Sei a=(1,0,2)7 und b= (-2,3,4)". Dann ist

(a,b) =1-(=2)+0-3+2-4=6
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Sl
Skalarprodukt: Ubung und Regeln

Example

Berechnen Sie fiir a = (—2,-1,0)7,b=(1,2,4)T, A= -1
1) (a,b)
2) (b, a)

3) (b, Aa)
) (a,a)

N
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Sl
Skalarprodukt: Ubung und Regeln

Example

Berechnen Sie fiir a = (—2,-1,0)7,b=(1,2,4)T, A= -1
1) (a,b)
2) (b, a)

3) (b, Aa)
) (a,a)

N

Es gilt:
e (a,a) = 0 genau dann wenn a =0
e (a, by = (b,a) (Symmetrie)
e (a,\b+ pc) = X(a, b) + p(a, c) (Linearitat)
@ al bwenn (a,b) =0 (mit a # 0, b # 0) (Orthogonalitat)
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Winkel zwischen zwei Vektoren

Theorem
Fiir die Vektoren a,b € R" gilt

(a,b) = [[al| - ||| - cos

wobei ¢ € [0, 7] der von den Vektoren a und b eingeschlossene Winkel ist.

v
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Winkel zwischen zwei Vektoren

Theorem
Fiir die Vektoren a,b € R" gilt

(a,b) = [[al| - ||| - cos

wobei ¢ € [0, 7] der von den Vektoren a und b eingeschlossene Winkel ist.

v

Example

Seia=(2,1)7 und b= (—3,4)7, berechne ¢:

(a, b) —6+4

lall - 1[6ll — v/5-v/25
¢ = arccos(—0.179) ~ 100°

cosp =

~ —0.179
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Beispiele fiir Winkel zwischen Vektoren

Example

Gegeben sei ein Dreieck im R? mit den Eckpunkten A = (-1, —1),

B =(2,3) und C = (2,0). Berechne den Winkel zwischen den Seiten AB
und BC.
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Beispiele fiir Winkel zwischen Vektoren

Example

Gegeben sei ein Dreieck im R? mit den Eckpunkten A = (-1, —1),

B =(2,3) und C = (2,0). Berechne den Winkel zwischen den Seiten AB
und BC.

Losung:

(BA, BC)

cosp = ————"
IBA]| - [|1BC|
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Beispiele fiir Winkel zwischen Vektoren

Example

Gegeben sei ein Dreieck im R? mit den Eckpunkten A = (-1, —1),

B =(2,3) und C = (2,0). Berechne den Winkel zwischen den Seiten AB
und BC.

Losung:
(BA, BC)
IBA]| - [|1BC|
BA = a—b=(-3,-4); |BA|l=v9+16=5

cosp =
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Beispiele fiir Winkel zwischen Vektoren

Example

Gegeben sei ein Dreieck im R? mit den Eckpunkten A = (-1, —1),

B =(2,3) und C = (2,0). Berechne den Winkel zwischen den Seiten AB
und BC.

Losung:

(BA, BC)

| BA| - [|BC]|

BA = a—b=(-3,-4); ||BA|=v9+16=5
BC = c—b=(0,-3); |BC|=v9=3

cosp =
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Beispiele fiir Winkel zwischen Vektoren

Example

Gegeben sei ein Dreieck im R? mit den Eckpunkten A = (-1, —1),

B =(2,3) und C = (2,0). Berechne den Winkel zwischen den Seiten AB
und BC.

Losung:

(BA, BC)

I1BA| - | BC]|

BA = a—b=(-3,-4); |BA|=v9+16=5

BC = c—b=(0,-3); |BC|=v9=3
(0+12)

cosp = 53 = 0.8; ¢ = arccos(0.8) ~ 36.9°

cosp =
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Beispiele fiir Winkel zwischen Vektoren

Example

Finde einen zu v = (1, —3)7 orthogonalen Vektor, also x = (x1,x2) " mit
(v,x) =0.
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Beispiele fiir Winkel zwischen Vektoren

Example

Finde einen zu v = (1, —3)7 orthogonalen Vektor, also x = (x1,x2) " mit
(v,x) =0.
Losung:

@ Lose (v,x) =1x; —3x2 =0=x1 = 3x
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Beispiele fiir Winkel zwischen Vektoren

Example

Finde einen zu v = (1, —3)7 orthogonalen Vektor, also x = (x1,x2) " mit
(v,x) =0.
Losung:

@ Lose (v,x) =1x3 —3xx =0 = x3 = 3x

o 1 Gleichung, 2 Variablen = Unendlich viele Lésungen
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Beispiele fiir Winkel zwischen Vektoren

Example
Finde einen zu v = (1, —3)7 orthogonalen Vektor, also x = (x1,x2) " mit
(v,x) =0.
Losung:
@ Lose (v,x) =1x3 —3xx =0 = x3 = 3x
o 1 Gleichung, 2 Variablen = Unendlich viele Lésungen

@ Wir diirfen einer Variablen mit beliebigem Wert = 0 einsetzen, z.B.
x; = 3, dann x; = 1. D.h der Vektor (3,1)7 1 (-1,3)7.
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Vektorraum

Definition

Sei K ein beliebiger Kérper. Ein Vektorraum liber K ist eine Menge V mit
einer Addition (+) und skalarer Multiplikation (-), so dass mit a,b € V
und A € R auch a+ b € V,Aa € V gilt und beziiglich 4+ und - die
folgenden Rechenregeln gelten:

e (V,+) ist eine abelsche Gruppe

e (V,.) ist eine Halbgruppe

Ist K = R so spricht man von einem reellen Vektorraum.
Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir uns hauptsachlich mit V =R"
beschaftigen.
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Vektorraum Beispiele

Vektorraume:
e R", insbesondere R, R?, R3

@ Die Menge aller Polynome mit der iiblichen Addition und der skalaren
Multiplikation ist ein Vektorraum.

° {(g) |x € R} C R? ist ein Vektorraum.

Kein Vektorraum:
° {(T) |x € R} C R? ist kein Vektorraum.
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Basis eines Vektorraumes

Definition

Sei V ein Vektorraum. Eine maximale Menge linear unabhangiger
Vektoren { b1, by, ..., by} heiBt Basis von V. Jeder Vektor v € V lasst
sich als LK der Basisvektoren by, by, ..., b,

v=MAbi+ Xobo+ -+ Ayb,

darstellen. Die Koeffizienten A; sind eindeutig bestimmt und werden als
Koordinaten von v bzgl. der Basis genannt.
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Basis eines Vektorraumes

Example

Die Standardbasis des R” ist gegeben durch:

1 0 0
0 1 0
by=|0|.,bb=|0],....5,=0
0 0 1
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Dimension eines Vektorraumes

Definition

Die maximale Anzahl linear unabhangiger Vektoren in einem Vektorraum
V wird als Dimension, dim(V/), des Vektorraums bezeichnet.
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Dimension eines Vektorraumes

Definition

Die maximale Anzahl linear unabhangiger Vektoren in einem Vektorraum
V wird als Dimension, dim(V/), des Vektorraums bezeichnet.

Theorem

Fiir einen n-dimensionalen Vektorraum ist jede Menge von n linear

unabhéingigen Vektoren eine Basis. Umgekehrt hat jede Basisgenau n
Vektoren.
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Normierter Vektorraum

Definition

SeiV ein Vektorraum und || - || - eine Norm auf V/, dann sprechen wir von
einem normierten Raum.
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Normierter Vektorraum

Definition

SeiV ein Vektorraum und || - || - eine Norm auf V/, dann sprechen wir von
einem normierten Raum.

Theorem

Ist V ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt (-,-), so ist die Norm eines
Vektors v definiert durch

Ivli2 = (v, v).
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Projektion
Orthogonale Projektion

Definition

Ein beliebiger Vektor a kann in Bezug auf eine Richtung, die durch einen
anderen Vektor v gegeben ist, in zwei Komponenten a = a; + a, zerlegt
werden, wobei die Komponente

{v;a)

(v, v)

aH: Vv

parallel zu v ist und

aL:a—a”

orthogonal zu v ist.

Bemerkung: Es folgt [|a)[| < [|a]|.
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Beispiel zur orthogonalen Projektion

Example

Sei a=(1,3)" und v = (2,2)7. Bestimme die orthogonalen
Komponenten von a in Richtung v.

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24  81/288



Beispiel zur orthogonalen Projektion

Example

Sei a=(1,3)" und v = (2,2)7. Bestimme die orthogonalen
Komponenten von a in Richtung v.

e
L )
a, = a—a”
(a,v) = 2+4+6=8;(v,v)=4+4=38
8v
= = §2V2>a||:(2,2)-r

a, = a—a =(13)"-(227=(-11)".
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Kreuzprodukt

Definition

Das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) zweier Vektoren a, b € R3 ist definiert
durch

a b arbz — a3by
axb= a | X bg = a3b1—31b3
a3 bs aib, — bra>
V.
Mathe 1
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el
Kreuzprodukt

Definition

Das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) zweier Vektoren a, b € R3 ist definiert
durch

a by arbs — a3by
axb= a | X b2 = a3b1—31b3
a3 b3 aiby — biax

Wenn a und b linear unabhéngig sind, dann gilt ¢ 1 a und ¢ L b fiir
c=axb.
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Beispiel zum Kreuzprodukt

Example

Berechnen Sie

1)a=(41,-1)Tundb=(2,-1, 1), ax b=7
2)a=(3,2,1)"und b=(1,-2,-3)T, axb="7
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Beispiel zum Kreuzprodukt

Example

Berechnen Sie

1)a=(41,-1)Tundb=(2,-1, 1), ax b=7

2)a=(3,2,1)"und b=(1,-2,-3)T, axb="7
o Lésungzu 1.: ax b= (0,-6,-6)"
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Beispiel zum Kreuzprodukt

Example
Berechnen Sie
1)a=(41,-1)Tundb=(2,-1, 1), ax b=7
2)a=(3,2,1)"und b=(1,-2,-3)T, axb="7
o Lésungzu 1.: ax b= (0,-6,-6)"
o Lésung zu 2.: ax b= (—4,10,-8)7
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Tt
Eigenschaften des Kreuzprodukts

Theorem
Fiir a,b,c € R3 und \, n € R gilt:
@ a X b= —b x a Antikommutativ-Gesetz

@ ax (b+c)=ax b+ ax c Distributivgesetz

@ |a x b| entspricht der Fliche des durch a und b aufgespannten
Parallelogramms.

|a x b| = ||a| - ||b]| sin ¢, wobei ¢ der Winkel zwischen a und b ist.

v
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Beispiel zum Kreuzprodukt

Example

Berechne die Fliache Fagc des durch die Punkte A = (0,1,/3),
B = (0,3,3v/3) und C = (6,6,2v/3) gegebenen Dreiecks.
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Beispiel zum Kreuzprodukt

Example

Berechne die Fliache Fagc des durch die Punkte A = (0,1,/3),
B = (0,3,3v/3) und C = (6,6,2v/3) gegebenen Dreiecks.

Fapc = 0.5-Fagcp
4
Mathe 1
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Beispiel zum Kreuzprodukt

Example

Berechne die Fliache Fagc des durch die Punkte A = (0,1,/3),
B = (0,3,3v/3) und C = (6,6,2v/3) gegebenen Dreiecks.

Fapc = 0.5-Fagcp
Fasco = |AB x AC| = [|AB|| - ||AC||sin ¢
Mathe 1

WS 23/24  85/288



Beispiel zum Kreuzprodukt

Example

Berechne die Fliache Fagc des durch die Punkte A = (0,1,/3),
B = (0,3,3v/3) und C = (6,6,2v/3) gegebenen Dreiecks.

Fapc = 0.5-Fagcp
Faseco = |AB x AC| = [|AB| - |AC||sin ¢
AB = (0,2,2v3)T = ||AB|| = 4
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Beispiel zum Kreuzprodukt

Example

Berechne die Fliache Fagc des durch die Punkte A = (0,1,/3),
B = (0,3,3v/3) und C = (6,6,2v/3) gegebenen Dreiecks.

Fasc = 0.5 Fagcp

Fasco = |AB x AC| = [|AB]| - [|AC||sinp
AB = (0,2,2V3)" = |AB| =4
AC = (6,5,V3)T = ||AC|| =8
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Tt
Beispiel zum Kreuzprodukt

Example

Berechne die Fliache Fagc des durch die Punkte A = (0,1,/3),
B = (0,3,3v/3) und C = (6,6,2v/3) gegebenen Dreiecks.

Fagc = 0.5 Fagcp
Faseco = |AB x AC| = [|AB| - |AC||sin ¢
AB = (0,2,2V3)" = |AB| =4
AC = (6,5,V3)T = ||AC|| =8
cosp — (AB, AC)/(||AB||AC|) = 0.5 = & — 60°
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Tt
Beispiel zum Kreuzprodukt

Example

Berechne die Flache
B = (0,3,3+/3) und

Fagc des durch die Punkte A= (0,1, \ﬁ)
C = (6,6,2v/3) gegebenen Dreiecks.

Fasc 0.5 Fagep
Fasco = |AB x AC| = [|AB]| - [|AC||sinp
AB = (0,2,2V3)7 = ||AB|| =4
AC = (6,5,V3)T = ||AC|| =8
cosp = (AB,AC)/(|AB|||AC||) = 0.5 = ¢ = 60°
Fasc = 05-4-8-1/3/2=283
Mathe 1 WS 23/24 85,288



Geraden und Ebenen
Gerade

Definition (Parameterdarstellung einer Geraden)

Gegeben sei ein Punkt P € R” mit Ortsvektor g und ein Richtungsvektor
v € R", dann ist die Gerade g gegeben durch

g={p+ VX eR}
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Geraden und Ebenen
Gerade

Definition (Parameterdarstellung einer Geraden)

Gegeben sei ein Punkt P € R” mit Ortsvektor g und ein Richtungsvektor
v € R", dann ist die Gerade g gegeben durch

g={p+ VX eR}

Example

Geben Sie die Parameterdarstellung der Geraden g an die durch die
Punkte P = (1,1,0) und Q = (2,1,1) verlauft.
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Geraden und Ebenen
Gerade

Definition (Parameterdarstellung einer Geraden)

Gegeben sei ein Punkt P € R” mit Ortsvektor g und ein Richtungsvektor
v € R", dann ist die Gerade g gegeben durch

g={p+ VX eR}

Example

Geben Sie die Parameterdarstellung der Geraden g an die durch die
Punkte P =(1,1,0) und Q = (2,1,1) verlauft. Mogliche Losung:

1 1
g={[1]+xr]|0]||reRr
0 1
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Beispiele zu Geraden

Example
Gegeben sei
1 1
g= 11+A]|0][AeR
0 1

@ Bestimmen Sie den Schnittpunkt von g mit der yz-Ebene.

@ Bestimmen Sie den Schnittwinkel von g und der Geraden g

2 1
E=q|1]|+A]|1][AeR
1 0
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Geraden und Ebenen
Ebene

Definition (Parameterdarstellung einer Ebene)

Gegeben sei ein Punkt P € R"” mit Ortsvektor p und zwei Richtungsvektor
v,w € R", V| w, dann ist die Ebene E gegeben durch

E={p+ A+ pwl peR}
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Geraden und Ebenen
Ebene

Definition (Parameterdarstellung einer Ebene)

Gegeben sei ein Punkt P € R"” mit Ortsvektor p und zwei Richtungsvektor
v,w € R", V| w, dann ist die Ebene E gegeben durch

E={p+ A+ pwl peR}

Example

Geben Sie eine Parametergleichung der Ebene E an, welche die Punkte
P=1(0,1,3), @=(5,2,2) und R = (3,2,3) beinhaltet.
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Geraden und Ebenen
Ebene

Definition (Parameterdarstellung einer Ebene)

Gegeben sei ein Punkt P € R"” mit Ortsvektor p und zwei Richtungsvektor
v,w € R", V| w, dann ist die Ebene E gegeben durch

E={p+ A+ pwl peR}

Example

Geben Sie eine Parametergleichung der Ebene E an, welche die Punkte
P=1(0,1,3), @=(5,2,2) und R = (3,2,3) beinhaltet. Mégliche Losung:

0 5 3
E={|1|+x| 1 |+p|1]|\per
3 -1 0
Mathe 1 R



Normalenform

Example
Liegt der Punkt S = (0,0, 3) in der Ebene E

0 5 3
E={(1|+x| 1 |+p|1]||A\peR}?
3 ~1 0

v
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Normalenform

Example
Liegt der Punkt S = (0,0, 3) in der Ebene E

0 5 3
E={(1|+x| 1 |+p|1]||A\peR}?
3 ~1 0

Losung: Wahle eine andere Darstellung der Ebene, gegeben durch den
(normierten) Normalenvektor i = V x w der senkrecht auf der Ebene steht.

i o= (1/3,-2/3,2/3)"

1
1
2

E = {XcR}
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Normalenform

Example
Liegt der Punkt S = (0,0, 3) in der Ebene E

0 5 3
E={(1|+x| 1 |+p|1]||A\peR}?
3 ~1 0

Losung: Wahle eine andere Darstellung der Ebene, gegeben durch den
(normierten) Normalenvektor i = V x w der senkrecht auf der Ebene steht.

i o= (1/3,-2/3,2/3)"

1
1
E = {xeR? <>?—,3,3 -2 >=o =S¢E

2
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Darstellungen einer Ebene

Definition (Normalenform)

Eine Ebene E mit Ortsvektor p und Normalenvektor 7, ist in
Normalenform durch

E = {ReR(x-p,n) =0}

mit || = 1 gegeben.
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Darstellungen einer Ebene

Definition (Normalenform)

Eine Ebene E mit Ortsvektor p und Normalenvektor 7, ist in
Normalenform durch

E = {ReR(x-p,n) =0}

mit || = 1 gegeben.

Definition (Koordinatenform)

Eine Ebene E mit Ortsvektor p und Normalenvektor i, ist in
Koordinatenform durch

E = {;€R3‘8X1+bX2—|—CX3:d}

mit a=ny, b= ny, ¢ = n3 und d = p1n + pany + p3n3 gegeben.

4
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@ Grundlagen
@ Rechnen mit Matrizen

Mathe 1 WS 23/24  91/288



Einflhrendes Beispiel

Example (Stufenproduktion)

Bei einer Stufenproduktion werden in einer ersten Stufe drei verschiedene
Zwischenprodukte Z;, Z> und Z3 aus zwei verschiedenen Rohstoffen R;
und R hergestellt. In einer zweiten Stufe werden die Zwischenprodukte zu
zwei verschiedenen Erzeugnissen E; und Ep verarbeitet. Jeder
Produktionsstufe liegen Materialverbrauchsnormen rj bzw. zj zugrunde.
Dabei gibt rj; an, wie viel Mengeneinheiten (ME) desi-ten Rohstoffes zur
Herstellung einer ME des j-ten Zwischenproduktes erforderlich sind.
Entsprechend bezeichnet zj die Zahl der ME des j-ten Zwischenproduktes,
die fiir die Produktion einer ME des k-ten Erzeugnisses verbraucht werden
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Einflhrendes Beispiel

Example (Stufenproduktion)

Bei einer Stufenproduktion werden in einer ersten Stufe drei verschiedene
Zwischenprodukte Z;, Z> und Z3 aus zwei verschiedenen Rohstoffen R;
und R hergestellt. In einer zweiten Stufe werden die Zwischenprodukte zu
zwei verschiedenen Erzeugnissen E; und Ep verarbeitet. Jeder
Produktionsstufe liegen Materialverbrauchsnormen rj bzw. zj zugrunde.
Dabei gibt rj; an, wie viel Mengeneinheiten (ME) desi-ten Rohstoffes zur
Herstellung einer ME des j-ten Zwischenproduktes erforderlich sind.
Entsprechend bezeichnet zj die Zahl der ME des j-ten Zwischenproduktes,
die fiir die Produktion einer ME des k-ten Erzeugnisses verbraucht werden
Aufgabe: Der Vorgang ist tabellarisch darzustellen.
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AR
Einflhrendes Beispiel

Example (Stufenproduktion)

Fiir jede der beiden Gruppen von Materialverbrauchsnormen ist jeweils eine
Tabelle erforderlich. Fiir die eindeutige Platzzuweisung der R-Normen in
der Tabelle vereinbaren wir: Der erste Index i von r;; gibt die Zeile, der
zweite Index j die Spalte an, in der rj; in der Tabelle notiert wird. Analog
wird mit zj verfahren.
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AR
Einflhrendes Beispiel

Example (Stufenproduktion)

Fiir jede der beiden Gruppen von Materialverbrauchsnormen ist jeweils eine
Tabelle erforderlich. Fiir die eindeutige Platzzuweisung der R-Normen in
der Tabelle vereinbaren wir: Der erste Index i von r;; gibt die Zeile, der
zweite Index j die Spalte an, in der rj; in der Tabelle notiert wird. Analog

wird mit zj verfahren.

|24 2, Zs
Ri|rni n2 ns3
Ryl 1 ro 3
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AR
Einflhrendes Beispiel

Example (Stufenproduktion)

Fiir jede der beiden Gruppen von Materialverbrauchsnormen ist jeweils eine
Tabelle erforderlich. Fiir die eindeutige Platzzuweisung der R-Normen in
der Tabelle vereinbaren wir: Der erste Index i von r;; gibt die Zeile, der
zweite Index j die Spalte an, in der rj; in der Tabelle notiert wird. Analog

wird mit zj verfahren.

|24 2, Zs
Ri|rni n2 ns3
Ryl 1 ro 3
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Matrizen

Definition
Ein rechteckiges Zahlenschema der Form

all dip ... a]_j dln
ani axy ... d2j azp
A= 0 =(a), AeR™"
aj1 ajpp ... ajj din
dmi adm2 - -. amj dmn

heiBt Matrix und wird mit A bezeichnet. Die Zahlen a; mit i =1,..., m
und j =1,...,n heiBen Elemente der Matrix A. Der erste Index (i) ist der
Zeilenindex, der zweite (j) ist der Spaltenindex.
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Vektoren und Matrizen

@ Die Zahl der Zeilen und die Zahl der Spalten einer Matrix A werden
zum Typ (m; n) von A zusammengefasst. Also Ap,., wobei m die
Anzahl der Zeilen und n die Anzahl der Spalten beschreibt.
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Vektoren und Matrizen

@ Die Zahl der Zeilen und die Zahl der Spalten einer Matrix A werden
zum Typ (m; n) von A zusammengefasst. Also Ap,., wobei m die
Anzahl der Zeilen und n die Anzahl der Spalten beschreibt.

e Eine Matrix vom Typ (m; 1) heiBt Spaltenvektor, eine Matrix vom
Typ (1; n) heiBt Zeilenvektor.
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Vektoren und Matrizen

@ Die Zahl der Zeilen und die Zahl der Spalten einer Matrix A werden
zum Typ (m; n) von A zusammengefasst. Also Ap,., wobei m die
Anzahl der Zeilen und n die Anzahl der Spalten beschreibt.

e Eine Matrix vom Typ (m; 1) heiBt Spaltenvektor, eine Matrix vom
Typ (1; n) heiBt Zeilenvektor.

@ Eine Matrix wird im Allgemeinen mit einem groBen Buchstaben, ein
Vektor mit einem kleinen Buchstaben bezeichnet.
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Beispiel

Example

Das Stufenproduktionsbeispiel liefert also zwei Matrizen, M(g z) und
Mz gy, die wir nun fir die weiteren Beispiele mit Werten fiillen:

5 7 8
M(sz):<3 4 9>

2
M(Z,E) — 3
1

S O B
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Spezielle Matrizen

@ Sind samtliche Elemente einer Matrix gleich null, so heiBt sie
Nullmatrix und wird mit O bezeichnet.
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Spezielle Matrizen

@ Sind samtliche Elemente einer Matrix gleich null, so heiBt sie
Nullmatrix und wird mit O bezeichnet.

Example (Nullmatrix im R3)

o
Il

o oo

o oo

o oo
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Spezielle Matrizen

@ Ist die Zahl der Zeilen einer Matrix gleich der Zahl ihrer Spalten, so
wird sie quadratische Matrix genannt.
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Spezielle Matrizen

@ Ist die Zahl der Zeilen einer Matrix gleich der Zahl ihrer Spalten, so
wird sie quadratische Matrix genannt.

Example (Quadratische Matrix)

>

Il
=
O W IN
N O O
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Spezielle Matrizen

@ Ist die Zahl der Zeilen einer Matrix gleich der Zahl ihrer Spalten, so
wird sie quadratische Matrix genannt.

Example (Quadratische Matrix)

>

Il
=
O W IN
N O O

Example (Nicht quadratische Matrix)

vy}

Il
= O =
o wN
N O o
w N A

v
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Spezielle Matrizen

@ Hat eine quadratische Matrix n Zeilen und n Spalten, so sagt man,
dass sie von der Ordnung n ist.

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 99288



Spezielle Matrizen

@ Hat eine quadratische Matrix n Zeilen und n Spalten, so sagt man,
dass sie von der Ordnung n ist.

Example (Quadratische Matrix der Ordnung 3)

>

I
=
O W IN
N O O
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Spezielle Matrizen

@ Hat eine quadratische Matrix n Zeilen und n Spalten, so sagt man,

dass sie von der Ordnung n ist.

Example (Quadratische Matrix der Ordnung 3)

>

I
=
O W IN
N O O

Example (Quadratische Matrix der Ordnung 2)

(1)

Hechler/Thiimmel Mathe 1
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Spezielle Matrizen
@ In einer quadratischen (n x n) Matrix bezeichnet man

a1, a2, ..,ann als Hauptdiagonale und a1, an—1.,
Nebendiagonale.
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Spezielle Matrizen

@ In einer quadratischen (n x n) Matrix bezeichnet man
ai1,a22,-..,ann als Hauptdiagonale und ap1,a5-12,...,a1,, als
Nebendiagonale.

Example (1 auf der Hauptdiagonale)

>

Il
O O =
o = O
= O O
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Spezielle Matrizen

@ In einer quadratischen (n x n) Matrix bezeichnet man

ai1,a22,-..,ann als Hauptdiagonale und ap1,a5-12,...,a1,, als
Nebendiagonale.
Example (1 auf der Hauptdiagonale)
100
A=(0 1 0
0 01
Example (1 auf der Nebendiagonale)
0 01
A=|0 1 0
1 00

w
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Dreiecksmatrizen

@ Eine quadratische Matrix wird zu einer oberen Dreiecksmatrix, wenn
alle Elemente unterhalb ihrer Hauptdiagonale null sind. Entsprechend
wird sie untere Dreiecksmatrix genannt, wenn alle Elemente oberhalb

ihrer Hauptdiagonale null sind.
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Dreiecksmatrizen

@ Eine quadratische Matrix wird zu einer oberen Dreiecksmatrix, wenn
alle Elemente unterhalb ihrer Hauptdiagonale null sind. Entsprechend
wird sie untere Dreiecksmatrix genannt, wenn alle Elemente oberhalb

ihrer Hauptdiagonale null sind.

Example (Dreiecksmatrix)

7 0 -3 2 0 O
R=102 21|, L=]1 1 O
0 0 4 1 -5 3
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Diagonalmatrix

@ Eine quadratische Matrix heiBt Diagonalmatrix, wenn alle Elemente
auBerhalb ihrer Hauptdiagonale gleich null sind.

o Eine Diagonalmatrix, deren Elemente in der Hauptdiagonale alle gleich
eins sind, wird Einheitsmatrix genannt und mit E (oder /) bezeichnet.
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Diagonalmatrix

@ Eine quadratische Matrix heiBt Diagonalmatrix, wenn alle Elemente
auBerhalb ihrer Hauptdiagonale gleich null sind.

o Eine Diagonalmatrix, deren Elemente in der Hauptdiagonale alle gleich
eins sind, wird Einheitsmatrix genannt und mit E (oder /) bezeichnet.

Example (Diagonalmatrix)

)

I
o o N
o N O
= O O

m

I
o O
o = O
= O O
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Transponierte Matrizen

Entnimmt man einer gegebenen Matrix A = (a;;) vom Typ (m; n) die
Elemente der i-ten Zeile (i = 1;2;...; m) und schreibt sie als Elemente
der i-ten Spalte einer neuen Matrix, so hat diese neue Matrix den Typ
(n; m) und heiBt transponierte Matrix von A. Als Symbol fiir die
transponierte Matrix von A wird AT (oder A’) verwendet.
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Transponierte Matrizen

Entnimmt man einer gegebenen Matrix A = (a;;) vom Typ (m; n) die
Elemente der i-ten Zeile (i = 1;2;...; m) und schreibt sie als Elemente
der i-ten Spalte einer neuen Matrix, so hat diese neue Matrix den Typ
(n; m) und heiBt transponierte Matrix von A. Als Symbol fiir die
transponierte Matrix von A wird AT (oder A’) verwendet.

Example (Transponierte)
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Transponierte Matrizen

Example (Ubung)

Gegeben sei

berechnen Sie (AT>T
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Transponierte Matrizen

Example (Ubung)

Gegeben sei

berechnen Sie (AT>T

Theorem

Es gilt stets (AT> ! =A
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Symmetrische Matrizen

Definition

Eine Matrix heiBt symmetrisch falls AT = A gilt.
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Symmetrische Matrizen

Definition

Eine Matrix heiBt symmetrisch falls AT = A gilt.

Example (Symmetrische und nicht symmetrische Matrix)

7 -1 11 1 4 3
S=|-1 2 3|, A=12 1 2
11 3 1 3 41
A ist nicht symmetrisch, S ist symmetrisch.

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 105288



Symmetrische Matrizen

@ Jede symmetrische Matrix ist quadratisch, dagegen ist durchaus nicht
jede quadratische Matrix symmetrisch (siehe vorheriges Beispiel).
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Grundlagen
Symmetrische Matrizen

@ Jede symmetrische Matrix ist quadratisch, dagegen ist durchaus nicht
jede quadratische Matrix symmetrisch (siehe vorheriges Beispiel).

e Ist A= (aj) eine symmetrische Matrix der Ordnung n, so gilt fiir ihre
Elemente die Relation

aj=aj, Vi#j,i=12;...;nund j=1;2;...;n.

Damit ist ein anschauliches Priifkriterium fiir die Symmetrie einer
Matrix verbunden:

Die Elemente einer symmetrischen Matrix, die spiegelsymmetrisch zur
Hauptdiagonale der Matrix stehen, sind immer gleich.
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Symmetrische Matrix

Example (Ubung)
Welche der folgenden Matrizen ist symmetrisch?

1 36 1 3
A_<3 16)’ B_<3 1>’

1 3 6 x2 sin? x
6 2 0 1—cos“x x>+ bx
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Eigenschaften von Matrizen

Example (Ubung)

Geben Sie die Merkmale der folgenden Matrizen an

O o1 oy O OO

S WL N O
g~ wWw DD WOo

OO O wWoOornN
N OO = O PN
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Gleiche Matrizen

Definition

Zwei Matrizen A = (aj;) und B = (bjj) heiBen gleich, wenn ihre Typen
ubereinstimmen und alle ihre Elemente mit gleichem Doppelindex gleich
sind:

A(m:n) = By, wenn m=k,n=1und a; = bj; Vi,j.

Example (Gleichheit)

Die folgenden Matrizen stimmen (berein
136\ [(-1+2 3 23
316 3 5-4 6
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Rechnen mit Matrizen
Addition und Subtraktion

Definition

Sind zwei Matrizen A = (aj;) und B = (bjj) vom gleichen Typ (m; n), dann

kann man sie addieren bzw. subtrahieren. Ihre Summe bzw. Differenz
A+ B=Cmit C = (c)

ergibt sich durch Addition bzw. Subtraktion ihrer entsprechenden Elemente

cj=ajxbj, Vi=1,2,...,mund j=1,2,... n.

Insbesondere ist der Typ vom C der gleiche Typ wie von b und A.
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Rechnen mit Matrizen
Addition und Subtraktion von Matrizen

Example (Ubung)
Berechnen Sie A+ B und A — B mit

7 2 5 13
A=|1 2 -5, B=|3 4
3 -8 2 6 5

o o1 o
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WS 23/24
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I Gl ()
Skalare Multiplikation

Definition
Eine Matrix A = (aj;) wird mit einer Zahl (einem Skalar) o multipliziert,
indem man jedes Element von A mit a multipliziert:

aA = (waj)
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I Gl ()
Skalare Multiplikation

Definition
Eine Matrix A = (aj;) wird mit einer Zahl (einem Skalar) o multipliziert,
indem man jedes Element von A mit a multipliziert:

aA = (waj)

Example (Skalare Multiplikation)

Gegeben sei « =5 und A aus dem vorherigen Beispiel, dann gilt

7 2 b 3 10 25
a-A =511 2 -5|=|5 10 =25
3 -8 2 15 —40 10
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Eigenschaften der Addition und Subtraktion

Theorem

Fiir Addition und Subtraktion von Matrizen (gleichen Types) sowie fiir
deren Multiplikation mit einem Skalar gelten die folgenden Rechengesetze
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Eigenschaften der Addition und Subtraktion

Theorem

Fiir Addition und Subtraktion von Matrizen (gleichen Types) sowie fiir
deren Multiplikation mit einem Skalar gelten die folgenden Rechengesetze
e A+ B = B+ A (kommutativ)
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Eigenschaften der Addition und Subtraktion

Theorem

Fiir Addition und Subtraktion von Matrizen (gleichen Types) sowie fiir
deren Multiplikation mit einem Skalar gelten die folgenden Rechengesetze
e A+ B = B+ A (kommutativ)

e A+ (B+ C)=(A+ B) + C (assoziativ)
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Eigenschaften der Addition und Subtraktion

Theorem
Fiir Addition und Subtraktion von Matrizen (gleichen Types) sowie fiir
deren Multiplikation mit einem Skalar gelten die folgenden Rechengesetze
e A+ B = B+ A (kommutativ)
e A+ (B+ C)=(A+ B) + C (assoziativ)
o a(BA) = (aB)A
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G
Eigenschaften der Addition und Subtraktion

Theorem
Fiir Addition und Subtraktion von Matrizen (gleichen Types) sowie fiir
deren Multiplikation mit einem Skalar gelten die folgenden Rechengesetze
e A+ B = B+ A (kommutativ)
e A+ (B+ C)=(A+ B) + C (assoziativ)
o a(BA) = (aB)A
e a(A+B)=aA+aB
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G
Eigenschaften der Addition und Subtraktion

Theorem

Fiir Addition und Subtraktion von Matrizen (gleichen Types) sowie fiir
deren Multiplikation mit einem Skalar gelten die folgenden Rechengesetze

e A+ B = B+ A (kommutativ)

e A+ (B+ C)=(A+ B) + C (assoziativ)
o a(8A) = (ap)A

e a(A+B)=aA+aB

o (a+pP)A=aA+ A
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Rechnen mit Marizen
Eigenschaften der Addition und Subtraktion

Theorem

Fiir Addition und Subtraktion von Matrizen (gleichen Types) sowie fiir
deren Multiplikation mit einem Skalar gelten die folgenden Rechengesetze

e A+ B = B+ A (kommutativ)

A+ (B+ C)=(A+ B) + C (assoziativ)
a(5A) = (aB)A

a(A+B)=aA+aB

(o + B)A=aA+ pA

Aus A+ B =0 folgt B=—-A=(-1)- A
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Rechnen mit Marizen
Eigenschaften der Addition und Subtraktion

Theorem

Fiir Addition und Subtraktion von Matrizen (gleichen Types) sowie fiir
deren Multiplikation mit einem Skalar gelten die folgenden Rechengesetze

e A+ B = B+ A (kommutativ)

A+ (B+ C)=(A+ B) + C (assoziativ)
a(5A) = (aB)A

a(A+B)=aA+aB

(o + B)A=aA+ pA

Aus A+ B =0 folgt B=—-A=(-1)- A
(A+B)T =AT 4+ BT
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Rechnen mit Matrizen
Addition und Subtraktion von Matrizen

Example (Ubung)

Gegeben seien « = 2, sowie

(Y ()

Berechnen Sie a«(A+ B), (A+B)— A, A— AT und B— BT,

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24
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Matrizen Multiplikation

Definition (Matrizen Multiplikation I)

Ist A= (ai) eine Matrix vom Typ (m, p) und B = (by;) eine Matrix vom
Typ (p, n) dann kann das Produkt A - B gebildet werden. Es ist ebenfalls

eine Matrix

AB = C mit C = (C,J)
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I Gl ()
Matrizen Multiplikation

Definition (Matrizen Multiplikation I)

Ist A= (ai) eine Matrix vom Typ (m, p) und B = (by;) eine Matrix vom
Typ (p, n) dann kann das Produkt A - B gebildet werden. Es ist ebenfalls
eine Matrix

AB = C mit C = (C,J)

Example
Gegeben seien A vom Typ (2;3) und B vom Typ (3;2) mit

bi1 b2
ain a2 a3\ by by | = a1 c2
a1 ax» ax bsy b 01 2
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el
Matrizen Multiplikation

Definition (Matrizen Multiplikation II)
Dabei gilt:
a) Die Produktmatrix AB = C hat den Typ (m, n), d. h.

m Zahl der Zeilen von A
A(mip) Blpin) = Cmin) { n Zahl der Spalten von B

b) Jedes Element c;; der Produktmatrix C = AB berechnet sich als
Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors von A mit dem j-ten
Spaltenvektor von B:

P
c,-j:Za,-kbkj, Vi=1,...,mund j=1,...,n.
k=1

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24
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I Gl ()
Matrizen Multiplikation

Example

Gegeben seien A vom Typ (2;3) und B vom Typ (3;2) mit

bi1 b1z

a1 ap a
AB — o a3
a1 ax ax bsy ba

:< )
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I Gl ()
Matrizen Multiplikation

Example

Gegeben seien A vom Typ (2;3) und B vom Typ (3;2) mit

bi1 b1z

a1 ap a
AB — o a3
a1 ax ax bsy ba

(«911 bi1 + aiobo1 + a13bz1 )
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I Gl ()
Matrizen Multiplikation

Example

Gegeben seien A vom Typ (2;3) und B vom Typ (3;2) mit
b1 b1z
a;] app a
AB — ( 11 a2 13> N by oo
a1 ax  ax
b3 b3

ar1bi1 + aiobo1 + a13bs;
ar1bi1 + axobo1 + ax3bsi '
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I Gl ()
Matrizen Multiplikation

Example

Gegeben seien A vom Typ (2;3) und B vom Typ (3;2) mit
b1 b1z
a;] app a
AB — ( 11 a2 13) N by oo
a1 ax  ax
b3 b3

aribi1 + aiobo1 4 a1zbsr  aiibix + aoboo + aizbz
ar1bi1 + axobo1 + ax3bs; '
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I Gl ()
Matrizen Multiplikation

Example

Gegeben seien A vom Typ (2;3) und B vom Typ (3;2) mit
b1 b1z
a;] app a
AB — ( 11 a2 13) N by oo
a1 ax  ax
b3 b3

aribi1 + aiobo1 4 a1zbsr  aiibix + aoboo + aizbz
ar1bi1 + axobo1 + ax3bzr  ac1bip + axabyy + axzbzy |
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Multiplikation von Matrizen

Example (Ubung)

Gegeben seien
7 2 1 3
1 3 2
=133 o=foz
0 0 2

Berechnen Sie (falls méglich) AB, BA, BC, CD, DC und DD.
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Eigenschaften der Matrizenmultiplikation

Fir die Multiplikation von zwei Matrizen gelten die folgenden Phanomene
/ Regeln:

@ Aus AB =0 folgt i. Allg. weder A= 0 noch B =0.

Example (Beispiel)
Gegeben seien

1 2 3 6 —18
A=1-4 4 -3, B=|3 -9]1,
-2 8 3 -4 12
es gilt, AB =0.
Mathe 1
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Eigenschaften der Matrizenmultiplikation

Fir die Multiplikation von zwei Matrizen gelten die folgenden Phanomene
/ Regeln:

@ Selbst wenn fir zwei Matrizen A und B beide Produkte AB sowie BA
existieren, so gilt i. Allg. AB # BA.

Example (Beispiel)

Gegeben seien

2 4
A:@Zg), B—|3 o,
16
es gilt, AB # BA.
Mathe 1
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Eigenschaften der Matrizenmultiplikation

Fir die Multiplikation von zwei Matrizen gelten die folgenden Phanomene
/ Regeln:

@ AE = A und EA = A mit entsprechend verkettbaren Einheitsmatrizen
E;

@ AO = O und OA = O mit entsprechend verkettbaren Nullmatrizen O:

Example (Beispiel)

Gegeben sei

es gilt, AE = EA= A
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Eigenschaften der Matrizenmultiplikation

Fiir die Multiplikation von zwei Matrizen gelten die folgenden Phanomene
/ Regeln:

o (AB)C = A(BC) = ABC
e a(AB) = (aA)B = A(aB) = aAB
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Eigenschaften der Matrizenmultiplikation

Fiir die Multiplikation von zwei Matrizen gelten die folgenden Phanomene
/ Regeln:

o (AB)C = A(BC) = ABC

e a(AB) = (aA)B = A(aB) = aAB
e A(B+C)=AB+ AC

e (A+B)C=AC+ BC
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Rechnen mit Matrizen
Potenzen

Definition

Jede beliebige quadratische Matrix A kann beliebig oft mit sich selbst
multipliziert werden, was zur Bildung von Potenzen fiihrt

AA = A%, AAA = A3 usw.
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Rechnen mit Matrizen
Potenzen

Definition

Jede beliebige quadratische Matrix A kann beliebig oft mit sich selbst
multipliziert werden, was zur Bildung von Potenzen fiihrt

AA = A%, AAA = A3 usw.

Example (Ubung)

7 2 1 0
A_<1 2) und B_<O 2).

Berechnen Sie A% und B0,

Gegeben seien
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LGS

Contents

e Lineare Gleichungssysteme
@ Inverse Matrix
@ Determinante
@ GauB-Algorithmus
@ Eigenwerte, Eigenvektoren

Mathe 1 WS 23/24
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LGS Inverse Matrix

Motivation

Betrachten wir das einfiihrende Beispiel (siehe Seite 84) bzgl der
Stufenproduktion. Es soll nun bestimmt werden, wie viele Rohstoffe x;
und x von Ry und R, geordert werden missen, um by und by vielen
Mengeneinheiten (ME) von E; und E; herzustellen.
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LGS Inverse Matrix

Motivation

Betrachten wir das einfilhrende Beispiel (sieche Seite 84) bzgl der
Stufenproduktion. Es soll nun bestimmt werden, wie viele Rohstoffe x;
und x von Ry und R, geordert werden missen, um by und by vielen
Mengeneinheiten (ME) von E; und E; herzustellen.

Dies fithrt zu einem Linearen Gleichungssystem (LGS):

X1 b1
o (3)-(2)
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LGS Inverse Matrix

Motivation

Betrachten wir das einfilhrende Beispiel (sieche Seite 84) bzgl der
Stufenproduktion. Es soll nun bestimmt werden, wie viele Rohstoffe x;
und x von Ry und R, geordert werden missen, um by und by vielen
Mengeneinheiten (ME) von E; und E; herzustellen.

Dies fithrt zu einem Linearen Gleichungssystem (LGS):

X1 b1
o (3)-(2)

Allgemein:
AX =b
Mathe 1

WS 23/24  125/288



LGS Inverse Matrix

Motivation

Betrachten wir das einfilhrende Beispiel (sieche Seite 84) bzgl der
Stufenproduktion. Es soll nun bestimmt werden, wie viele Rohstoffe x;
und x von Ry und R, geordert werden missen, um by und by vielen
Mengeneinheiten (ME) von E; und E; herzustellen.

Dies fithrt zu einem Linearen Gleichungssystem (LGS):

X1 b1
o (3)-(2)

Allgemein:

Wie kdénnen wir das |6sen?
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LGS Inverse Matrix

Motivation

Gegeben sei also

Hechler/Thiimmel Mathe 1

WS 23/24
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LGS Inverse Matrix

Motivation

Gegeben sei also
AX = b.

Achtung: durch A teilen ist nicht erlaubt / nicht definiert!
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LGS Inverse Matrix

Motivation
Gegeben sei also
AX = b.
Achtung: durch A teilen ist nicht erlaubt / nicht definiert! Angenommen

wir hatten eine Matrix B fiir die B- A = E gilt, dann bekommen wir bei
der Multiplikation mit B von links

oy

Bl A% =
BAX = Bb
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LGS Inverse Matrix

Motivation

Gegeben sei also
AX = b.

Achtung: durch A teilen ist nicht erlaubt / nicht definiert! Angenommen
wir hatten eine Matrix B fiir die B- A = E gilt, dann bekommen wir bei
der Multiplikation mit B von links

Bl AX = b
BAX = Bb
Ex = b
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LGS Inverse Matrix

Motivation

Gegeben sei also
AX = b.

Achtung: durch A teilen ist nicht erlaubt / nicht definiert! Angenommen
wir hatten eine Matrix B fiir die B- A = E gilt, dann bekommen wir bei
der Multiplikation mit B von links

Bl AX = b
BAX = Bb
Ex = b*
X = b

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 126288



LGS Inverse Matrix

Motivation

Gegeben sei also
AX = b.

Achtung: durch A teilen ist nicht erlaubt / nicht definiert! Angenommen
wir hatten eine Matrix B fiir die B- A = E gilt, dann bekommen wir bei
der Multiplikation mit B von links

Bl AX = b
BAX = Bb
Ex = b*
X = b

Es stellt sich also die Frage, ob und wenn ja, wann es solch eine Matrix
gibt?
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LGS Inverse Matrix

Division von Matrizen?

Gegeben sei eine quadratische Matrix A, bestimme B mit

AB = E = BA.
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LGS Inverse Matrix

Division von Matrizen?

Gegeben sei eine quadratische Matrix A, bestimme B mit

AB = E = BA.

Definition

Es sei A eine quadratische Matrix. Wenn fiir sie eine Matrix AX derart
existiert, dass

AKA = AAK = E

gilt, so heiBt AX inverse Matrix von A und wird mit A~! bezeichnet.
Damit lautet die Definitionsrelation fiir A~1

AlA=AAL = E.

y
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LGS Inverse Matrix

Berechnung einer Inversen

Example (Beispiel)
Gegeben sei die Matrix

()

fiir ein beliebiges o € R, gesucht ist A™L.
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LGS Inverse Matrix

Berechnung einer Inversen

Example (Beispiel)
Gegeben sei die Matrix

()

fiir ein beliebiges o € R, gesucht ist A™L.
Losung:
A~ existiert fiir alle o # 6 mit

1 a =2
_]__
A a—6<—3 1)
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LGS Inverse Matrix

Inverse einer 2 x 2 Matrix

Theorem

Wenn fiir die quadratische Matrix 2.0Ordnung

a a
A— (911 A2
a1 ax
ai1ax — ainan1 # 0 gilt, dann besitzt A eine Inverse A~L und sie
berechnet sich gemal

AL = 1 42  —an2
ai1az2 — aipazy \ —d21 a1l
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LGS Inverse Matrix

Eigenschaften quadratischer Matrizen

Definition

Quadratische Matrizen, die eine Inverse besitzen, heiBen regular.
Quadratische Matrizen, fiir die keine Inverse existiert, heiBen singular.
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LGS Inverse Matrix

Eigenschaften quadratischer Matrizen

Definition

Quadratische Matrizen, die eine Inverse besitzen, heiBen regular.
Quadratische Matrizen, fiir die keine Inverse existiert, heiBen singular.

o Jede Einheitsmatrix E ist reguldr und es gilt E~! = E.
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LGS Inverse Matrix

Eigenschaften quadratischer Matrizen

Definition
Quadratische Matrizen, die eine Inverse besitzen, heiBen regular.
Quadratische Matrizen, fiir die keine Inverse existiert, heiBen singular.

o Jede Einheitsmatrix E ist reguldr und es gilt E~! = E.

@ Eine quadratische Matrix A ist genau dann regular, wenn keiner ihrer
Zeilenvektoren (oder Spaltenvektoren) als Linearkombination ihrer

restlichen Zeilenvektoren (oder Spaltenvektoren) dargestellt werden
kann.
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LGS Inverse Matrix

Eigenschaften quadratischer Matrizen

Definition
Quadratische Matrizen, die eine Inverse besitzen, heiBen regular.
Quadratische Matrizen, fiir die keine Inverse existiert, heiBen singular.

o Jede Einheitsmatrix E ist reguldr und es gilt E~! = E.

@ Eine quadratische Matrix A ist genau dann regular, wenn keiner ihrer
Zeilenvektoren (oder Spaltenvektoren) als Linearkombination ihrer

restlichen Zeilenvektoren (oder Spaltenvektoren) dargestellt werden
kann.

@ Eine quadratische Matrix A ist genau dann singuldr, wenn wenigstens
einer ihrer Zeilenvektoren (oder Spaltenvektoren) als
Linearkombination ihrer restlichen Zeilenvektoren (oder
Spaltenvektoren) dargestellt werden kann.
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LGS Inverse Matrix

Ubung zu reguldren und Singularen Matrizen

Example (Ubung)

Gegeben seien

2 5 9
A R R R B
3 -2 4

Sind die Matrizen singuldr oder regular?
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LGS Inverse Matrix

Regeln fiir Inverse Matrizen

o Ist A regular, so ist auch A™! reguldr und es gilt (A71)"1 = A
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LGS Inverse Matrix

Regeln fir Inverse Matrizen

o Ist A regulir, so ist auch A~! regular und es gilt (A71)"1 = A

o Fiir reguldre Matrizen A und B von gleicher Ordnung ist auch ihr
Produkt AB eine regulire Matrix, und es gilt (AB)~! = B~1A~1
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LGS Inverse Matrix

Regeln fir Inverse Matrizen

o Ist A regulir, so ist auch A~! regular und es gilt (A71)"1 = A

o Fiir reguldre Matrizen A und B von gleicher Ordnung ist auch ihr
Produkt AB eine regulire Matrix, und es gilt (AB)~! = B~1A~1

@ AB # 0, wenn A und B regular und von gleicher Ordnung.
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LGS Inverse Matrix

Regeln fir Inverse Matrizen

Ist A regulr, so ist auch A~! regular und es gilt (A=)t = A

Fiir reguldre Matrizen A und B von gleicher Ordnung ist auch ihr
Produkt AB eine regulire Matrix, und es gilt (AB)~! = B~1A~1

AB # 0, wenn A und B reguldr und von gleicher Ordnung.

@ Ist A eine regulare Matrix und ist B mit A in der Reihenfolge A, B
verkettbar, dann folgt aus AB = 0 stets B = 0.
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LGS Inverse Matrix

Regeln fir Inverse Matrizen

o Ist A regulir, so ist auch A~! regular und es gilt (A71)"1 = A

o Fiir reguldre Matrizen A und B von gleicher Ordnung ist auch ihr
Produkt AB eine regulire Matrix, und es gilt (AB)~! = B~1A~1

@ AB # 0, wenn A und B regular und von gleicher Ordnung.

@ Ist A eine regulare Matrix und ist B mit A in der Reihenfolge A, B
verkettbar, dann folgt aus AB = 0 stets B = 0.

@ Ist A eine reguldre Matrix, so ist auch ihre transponierte Matrix AT
regular, und es gilt (A7)t =(A"1)T
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LGS Inverse Matrix

Regeln fir Inverse Matrizen

Ist A regulr, so ist auch A~! regular und es gilt (A=)t = A

Fiir reguldre Matrizen A und B von gleicher Ordnung ist auch ihr
Produkt AB eine regulire Matrix, und es gilt (AB)~! = B~1A~1

AB # 0, wenn A und B reguldr und von gleicher Ordnung.

@ Ist A eine regulare Matrix und ist B mit A in der Reihenfolge A, B
verkettbar, dann folgt aus AB = 0 stets B = 0.

Ist A eine regulare Matrix, so ist auch ihre transponierte Matrix AT
regular, und es gilt (A7)t =(A"1)T

Was koénnen wir damit fiir unser Gleichungssystem folgern?
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LGS Inverse Matrix

Losungen fir LGS

Theorem
Wenn A eine reguldre Matrix ist, so hat jede der Gleichungen

AX=B bzw. YA=B
eine (eindeutige) Lésung, und diese Loésungen ergeben sich zu

X=A1B bzw. Y =BA"!
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LGS Inverse Matrix

Losungen fir LGS

Theorem

Wenn A eine reguldre Matrix ist, so hat jede der Gleichungen
AX=B bzw. YA=B
eine (eindeutige) Lésung, und diese Loésungen ergeben sich zu

X=A1B bzw. Y =BA"!

Example (Ubung)

11 3 -3
A—<2 1) und B—<3 —6>'

Gesucht ist die Lésung X der Gleichung AX = B.

Gegeben seien

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24
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LGS Inverse Matrix

Rang einer Matrix

Definition (Rang)

Die maximale Anzahl linear unabhangiger Spaltenvektoren einer beliebigen
Matrix A wird Rang von A genannt und mit r(A) bezeichnet.
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LGS Inverse Matrix

Rang einer Matrix

Definition (Rang)

Die maximale Anzahl linear unabhangiger Spaltenvektoren einer beliebigen
Matrix A wird Rang von A genannt und mit r(A) bezeichnet.

@ Fiir jede beliebige Matrix ist die maximale Zahl linear unabhangiger

Zeilenvektoren gleich der maximalen Zahl ihrer linear unabhangigen
Spaltenvektoren.
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LGS Inverse Matrix

Rang einer Matrix

Definition (Rang)

Die maximale Anzahl linear unabhangiger Spaltenvektoren einer beliebigen
Matrix A wird Rang von A genannt und mit r(A) bezeichnet.

@ Fiir jede beliebige Matrix ist die maximale Zahl linear unabhangiger
Zeilenvektoren gleich der maximalen Zahl ihrer linear unabhangigen
Spaltenvektoren.

e Wenn A regulér, dann r(A) = Ordnung von A.
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LGS Inverse Matrix

Rang einer Matrix

Definition (Rang)

Die maximale Anzahl linear unabhangiger Spaltenvektoren einer beliebigen
Matrix A wird Rang von A genannt und mit r(A) bezeichnet.

@ Fiir jede beliebige Matrix ist die maximale Zahl linear unabhangiger

Zeilenvektoren gleich der maximalen Zahl ihrer linear unabhangigen
Spaltenvektoren.

e Wenn A regulér, dann r(A) = Ordnung von A.
e Wenn A singular, dann r(A) < Ordnung von A.
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LGS Inverse Matrix

Rang einer Matrix

Definition (Rang)

Die maximale Anzahl linear unabhangiger Spaltenvektoren einer beliebigen
Matrix A wird Rang von A genannt und mit r(A) bezeichnet.

@ Fiir jede beliebige Matrix ist die maximale Zahl linear unabhangiger

Zeilenvektoren gleich der maximalen Zahl ihrer linear unabhangigen
Spaltenvektoren.

e Wenn A regulér, dann r(A) = Ordnung von A.
e Wenn A singular, dann r(A) < Ordnung von A.
e Wenn A vom Typ (m; n), dann r(A) < min(m, n).
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LGS Inverse Matrix

Rang einer Matrix

Definition (Rang)

Die maximale Anzahl linear unabhangiger Spaltenvektoren einer beliebigen
Matrix A wird Rang von A genannt und mit r(A) bezeichnet.

@ Fiir jede beliebige Matrix ist die maximale Zahl linear unabhangiger
Zeilenvektoren gleich der maximalen Zahl ihrer linear unabhangigen
Spaltenvektoren.

e Wenn A regulér, dann r(A) = Ordnung von A.
e Wenn A singular, dann r(A) < Ordnung von A.
e Wenn A vom Typ (m; n), dann r(A) < min(m, n).

@ Der Rang einer beliebigen Matrix A ist gleich der maximalen Zahl
verschiedener Einheitsvektoren, die man durch elementare
Umformungen von A erzeugen kann.
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LGS Determinante

Inverse und LGS fir R", n > 2

Fir Gleichungen der Art
Ax=b, AeR™" x,beR"

im R? haben wir jetzt eine Lésungsmoglichkeit gefunden.
Wie verhilt es sich in héheren Dimensionen?
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LGS Determinante

Determinante einer Matrix

Definition (Untermatrix)

Wenn wir nun aus einer quadratischen Matrix A die Zeile i und die Spalte
k herausstreichen, so bezeichnen wir das Ergebnis als Untermatrix Ajy.
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LGS Determinante

Determinante einer Matrix

Definition (Untermatrix)

Wenn wir nun aus einer quadratischen Matrix A die Zeile i und die Spalte
k herausstreichen, so bezeichnen wir das Ergebnis als Untermatrix Ajy.

Definition (Determinante)

Es sei A eine quadratische (n; n)-Matrix mit den Untermatrizen Aj. Die
Determinante det(A) von A ist eine reelle Zahl, die durch

det(A) = zn:(—l)i+k - aj - det(Ai)
k=1

fur n > 1 rekursiv erklart ist. Fir n =1 und A = (a11) wird det(A) = a1
gesetzt.
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LGS Determinante

Determinanten imR? und R3

o Im R? gilt

a1l a2

det(4) = a1 a2

= d11d22 — d21412.
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LGS Determinante

Determinanten imR? und R3

o Im R? gilt

di1 412
det(A) = D1 2 = ajia — a»1adi2.

o Im R3 gilt

a11 a2 a3
det(A) = |a1 ax» ax
a31 a3 as3

= 311322833 — a31322313 + 321313332 — 321312333

+as1aipa23 — ai1azears.
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LGS Determinante

Beispiel

Example (Ubung)

Gegeben seien

0 1 2 4
2 5 7 1
A= -1 2 -3 0
1 3 4 0

Berechnen Sie die det(A).
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LGS Determinante

Beispiel

Example (Ubung)

Gegeben seien

0 1 2 4
2 5 7 1
A= -1 2 -3 0
1 3 4 0

Berechnen Sie die det(A). Lésung: det(A) = —25.
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LGS Determinante

Beispiel

Example (Ubung)

Gegeben seien

12 -1 7 O
03 0 3 -1
A=10 0 -1 1 2
00 0 4 1
00 0 0 1

Berechnen Sie die det(A).
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LGS Determinante

Beispiel

Example (Ubung)

Gegeben seien

12 -1 7 O
03 0 3 -1
A=10 0 -1 1 2
00 0 4 1
00 0 0 1

Berechnen Sie die det(A). Lésung: det(A) = —12.
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LGS Determinante

Rechenregeln fiir Determinanten

Es seien A, B quadratische Matrizen vom Typ (n; n), AT bezeichne die
Transponierte von A. Dann gilt

o det(A) = det(AT)
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LGS Determinante

Rechenregeln fiir Determinanten

Es seien A, B quadratische Matrizen vom Typ (n; n), AT bezeichne die
Transponierte von A. Dann gilt

o det(A) = det(AT)
o det(AB) = det(A) - det(B)
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LGS Determinante

Rechenregeln fir Determinanten

Es seien A, B quadratische Matrizen vom Typ (n; n), AT bezeichne die
Transponierte von A. Dann gilt

o det(A) = det(AT)
o det(AB) = det(A) - det(B)
o det(aA) = adet(A), a€R
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LGS Determinante

Rechenregeln fir Determinanten

Es seien A, B quadratische Matrizen vom Typ (n; n), AT bezeichne die
Transponierte von A. Dann gilt

o det(A) = det(AT)

o det(AB) = det(A) - det(B)

o det(aA) = adet(A), a€R
o det(A) # 0 < Rang(A) =n
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LGS Determinante

Rechenregeln fir Determinanten

Es seien A, B quadratische Matrizen vom Typ (n; n), AT bezeichne die
Transponierte von A. Dann gilt

o det(A) = det(AT)

° det(AB) = det(A) - det(B)

o det(aA) = a"det(A), a€R

o det(A) # 0 < Rang(A) =

o det(E) =1 fiir jede Einheitsmatrix E.
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LGS Determinante

Determinante und Inverse

Theorem

Eine quadratische Matrix A ist genau dann regulér (oder nicht singular),
wenn ihre Determinante nicht verschwindet, d. h. wenn gilt: det(A) # 0.
Umgekehrt ist sie genau dann singular, wenn det(A) = 0 gilt.
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LGS Determinante

Determinante und Inverse

Theorem

Eine quadratische Matrix A ist genau dann regulér (oder nicht singular),
wenn ihre Determinante nicht verschwindet, d. h. wenn gilt: det(A) # 0.
Umgekehrt ist sie genau dann singular, wenn det(A) = 0 gilt.

Folglich ist ein Lineares Gleichungssystem der Form
Ax=b, AcR™" x,beR"

genau dann eindeutig losbar wenn det(A) # 0 gilt.
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LGS Determinante

Determinante und Inverse

Theorem

Eine quadratische Matrix A ist genau dann regulér (oder nicht singular),
wenn ihre Determinante nicht verschwindet, d. h. wenn gilt: det(A) # 0.
Umgekehrt ist sie genau dann singular, wenn det(A) = 0 gilt.

Folglich ist ein Lineares Gleichungssystem der Form
Ax=b, AcR™" x,beR"

genau dann eindeutig losbar wenn det(A) # 0 gilt. Wie lésen wir das
Gleichungssystem?
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LGS Determinante

Determinante und Inverse

Theorem

Eine quadratische Matrix A ist genau dann regulér (oder nicht singular),
wenn ihre Determinante nicht verschwindet, d. h. wenn gilt: det(A) # 0.
Umgekehrt ist sie genau dann singular, wenn det(A) = 0 gilt.

Folglich ist ein Lineares Gleichungssystem der Form
Ax=b, AcR™" x,beR"

genau dann eindeutig l6sbar wenn det(A) # 0 gilt. Wie l6sen wir das
Gleichungssystem? GauB-Algorithmus
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LGS GauB-Algorithmus

GauB-Algorithmus

Gegeben sei die Matrix

2 9 23
A=|1 2 4
6 4 2

Wie bestimmt man die Inverse A—! von A?
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LGS GauB-Algorithmus

GauB-Algorithmus

Gegeben sei die Matrix

2 9 23
A=|1 2 4
6 4 2

Wie bestimmt man die Inverse A~! von A? Wir benutzen Elementare
Umformungen in Form von Multiplikationen, Additionen und
Zeilenvertauschungen.
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LGS GauB-Algorithmus

GauB-Algorithmus, Beispiel

elementare

Umformungen A E
Z 2 9 23 1 0 0
7 1 2 4 0 1 0
Z3 6 4 2 0 0 1
Za=2> 1 2 4 0 | 0
Zs=12) 2 9 23 1 0 0
=23 6 4 2 0 0 1

¥ Li=24 z%// 1 2 4 0 1 0
Iy =75— 0 5 15 1 -2 0
Zy=Zs— 647 0 —8 22 0 —6 |
Zin=2Z7-2Z;, |1 0o =2 —2;’5 9;’5 0

¥ 2= (lfS)Zﬁ 0 1 3 ];’5 —2;;5 0
Zin=Zo+8Z |0 0 2 st —46;’15 1
Ziz=ZLin+2Z5 |1 0 0 6/5 —-37/5 1
Ziu=7Z1—3Z5|0 1 o(-—-11/5 67/5 =3,2

¥ Zis=(1/2)Z, |0 0 | 4/5 —23/5 1/2
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LGS GauB-Algorithmus

GauB-Algorithmus, Beispiel

Gegeben sei nun zu

N
w

A=

SR DN
S~ NN o
N A

ein Vektor b = (5,10,4) 7, so dass wir nun ein vollstandiges LGS haben.
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LGS GauB-Algorithmus

GauB-Algorithmus, Beispiel

Gegeben sei nun zu

23
A= 4
2

SR DN
S~ NN o

ein Vektor b = (5,10,4) 7, so dass wir nun ein vollstandiges LGS haben.

AZ = b
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LGS GauB-Algorithmus

GauB-Algorithmus, Beispiel

Gegeben sei nun zu

2 9 23
A=|1 2 4
6 4 2

ein Vektor b = (5,10,4) 7, so dass wir nun ein vollstandiges LGS haben.

AX =
ATAX =

> ol
w
S

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24

144 / 288



LGS GauB-Algorithmus

GauB-Algorithmus, Beispiel

Gegeben sei nun zu

N
w

A=

SR DN
S~ NN o
N A

ein Vektor b = (5,10,4) 7, so dass wir nun ein vollstandiges LGS haben.

AZ = b
AlAx = Alp
X = Alb

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 144 /288



LGS GauB-Algorithmus

GauB-Algorithmus, Beispiel

Mit der berechneten Inversen erhalten wir also:

x1 6/5 —37/5 1 5
x| = [-11/5 67/5 —3/2]| |10
X3 a/5 —23/5 1/2 ) \ 4
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LGS GauB-Algorithmus

GauB-Algorithmus, Beispiel

Mit der berechneten Inversen erhalten wir also:

X1

X2 =

X3

X1

X2 =

X3

Hechler/Thiimmel

6/5 —37/5 1 5
—11/5 67/5 —3/2| |10
a/5 —23/5 1/2 ) \ 4
6-37-2+4
~11+467-2-6
4-23.242

—64

117

—40

Mathe 1
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LGS GauB-Algorithmus

GauB-Algorithmus

Example

Gegeben sei die Matrix

10 3 1
A=14 2
2 3 -1

Bestimmen Sie ob die Matrix Singuldr oder Regulér ist mit Hilfe des Gauss
Algorithmus.

v
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LGS GauB-Algorithmus

GauB-Algorithmus, Beispiel

elementare

Umformungen A E
Z 10 3 1 1 0 0
Z 4 2 0 0 1 0
Z; 2 3 —1 00 1

* Z4=(]f2)Z3'/ I 372 —1/2 00 172
Is =12, — ]3)}4/ 0 —12 6 1 0 -5
Lo =20y — 42, 0 —4 2 0 1 -2
Zr=Z,—(3/2)Z | 1 0 1/4 1/8 0 —1/8

* Zyg=—(1/12)Zs 0 1 —1/2|-1/12 0 5/12
Lo =Zg+4Zy 0 0 0 —1/3 1 —1/3
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LGS GauB-Algorithmus

Homogene Lineare Gleichungssysteme

Theorem
Jedes homogene LAGS

Ax=0 mitA= A(m;n)
ist immer I6sbar. Eine Lésung ist ndmlich der entsprechende Nullvektor:
Amin)O(m1) = O(m;1)

Homogene LAGSe kénnen auch vom Nullvektor verschiedene Lésungen
besitzen.

Der Nullvektor O(,.1) heiBt triviale Lésung des homogenen LAGSs; jeder
Vektor X # 0, der das LAGs erfiillt heiBt nichttriviale Lésung des
homogenen LAGSs.
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LGS GauB-Algorithmus

Kanonische Normalform

Theorem (kanonische Normalform)

Die kanonische Normalform eines LAGSs ist dadurch charakterisiert, dass
in den Spalten ihrer Systemmatrix die maximale Anzahl von
Einheitsvektoren erzeugt ist; der Platz der einzelnen Einheitsvektoren in
der transformierten Matrix ist dabei véllig bedeutungslos.

Definition (Pivot)

Das Element, welches nach Abschluss eines Rechentableaus zur Erzeugung
der 1 fir den nachsten Einheitsvektor ausgewdahlt wird, heiBt Pivotelement
(Fihrungselement). Zeile und Spalte, in denen ein Pivotelement steht,
werden Pivotzeile und Pivotspalte genannt.
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LGS GauB-Algorithmus

Losbarkeit von LGS

Fiir ein beliebiges inhomogenes LAGS Ax = b; b # 0 tritt genau eine der
drei Moglichkeiten ein:

@ Es ist eindeutig losbar
@ es ist mehrdeutig losbar, d. h. es besitzt mehr als eine Losung
@ es ist unlosbar.

Wenn r(A) < r(A; b), dann ist Ax = b nicht lésbar.
Wenn r(A) = r(A; b), dann ist Ax = b I6sbar, und es gilt
a) die Losung ist eindeutig, wenn
r(A) = r(A; b) = n (= Zahl der Unbekannten)
b) die Lésung ist mehrdeutig, wenn
r(A) = r(A; b) < n (= Zahl der Unbekannten)
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LGS GauB-Algorithmus

GauB-Algorithmus, Beispiel

Example

Gegeben sei nun zu

2 9 23
1 2 4
A= 6 4 2
-1 3 11

ein Vektor b = (11,3,12,2)7.
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LGS GauB-Algorithmus

GauB-Algorithmus, Beispiel

elementare

Umformungen x| X2 X3 b
Z 2 9 23 11
Z [ 2 4| 3
Z3 6 4 2 12
Z —1 3 11 2
Zs=7) =20 2 4 3
Zi=7) — 27s 0 15 5
Z1 =73 — 675 0 -8 -2 |-6
Zy=724+75 0 5 15 5
Zy=7Z5 — 270 1 0 -2 1
Zp=1/5-2Z4 # 0 1 3 1
Zi =27 +8Zy0 0 0 2
Z=Zy —5Zp 0 0 0 0
Zin=2Zy+ 27 1 0 0 3
Zis=Z10 — 3715 0 1 0 | -2
Zis=1/2-Zn * 0 0 1 1
Zis=2Z12 0 0 0 0
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LGS Eigenwerte, Eigenvektoren

Eigenwert und Eigenvektor

Definition
Eine komplexe Zahl X\ heiBt Eigenwert der quadratischen Matrix A, wenn
es Vektoren X # 0 gibt, die Losung des linearen Gleichungssystems

AX = AX

sind. Die Losungsvektoren X heiBen Eigenvektoren der Matrix A zum
Eigenwert .
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LGS Eigenwerte, Eigenvektoren

Eigenwert und Eigenvektor

Definition
Eine komplexe Zahl X\ heiBt Eigenwert der quadratischen Matrix A, wenn
es Vektoren X # 0 gibt, die Losung des linearen Gleichungssystems

AX = AX

sind. Die Losungsvektoren X heiBen Eigenvektoren der Matrix A zum
Eigenwert .

Definition
Gegeben sei eine Matrix A, dann heiBt det(A — AE) = 0 die
charakteristische Gleichung von A.
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LGS Eigenwerte, Eigenvektoren

Ubung zu Eigenvektor und Eigenwert

Example

Geben sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

-2 1 1
A=0 1 O
0 -2 -1

mit Hilfe der charakteristischen Gleichung det(A — AE) = 0 an.
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Zahlenfolgen
Folgen

Definition

Ordnet man jeder Zahl n € N genau eine Zahl a, € R zu, so entsteht durch

(an)nen = (a0, a1, az,...,ar,...)

ein reelle Zahlenfolge oder kurz: Folge.

@ ag, a1, as, ... heiBen Glieder der Folge; a, ist das n-te Folgenglied.

e Eine Zuordnungsvorschrift in Form einer Gleichung a, = f(n), fur
n € N heit Bildungsgesetz der Folge.
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Grenzwert einer Folge

Definition
g € R heiBt Grenzwert oder Limes der Folge (an)nen, wenn zu jedem
(beliebig kleinem) € > 0 ein N € N existiert, so dass

lapn —g| <e firalle n>N

gilt. Man schreibt dann

lim a, =
n—oo n g

Bemerkung: Eine Folge die nicht konvergent ist, nennt man divergent.
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Beispiel einer divergenten Folge

Example (Divergente Folge)
Zu Beweisen ist, dass die Folge a, = (—1)", n € N divergiert.

4
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Beispiel einer divergenten Folge

Example (Divergente Folge)

Zu Beweisen ist, dass die Folge a, = (—1)", n € N divergiert.
Beweis: Angenommen, die Folge (a,) konvergiert gegen g € R.
Dann gibt es nach Definition zu ¢ := 1 ein N € N mit

lan —g| <1 firalle n>N.

Der Abstand von zwei aufeinander folgenden Gliedern ist gleich 2, denn
entweder ist es |(—1) — 1| oder |1 — (—1)|. Fir n > N gilt:

2 = |aps1—anl =(ant1 — &) + (g — an)|
< lanpr—gl+lan—gl<1+1=2

Daraus ergibt sich der Widerspruch 2 < 2, d.h. die Folge kann nicht gegen
g konvergieren.

4
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Grenzwert einer Folge

Theorem
Es gilt:

limpsee — =0, a€Q"\{0} (3)
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Grenzwert einer Folge

Theorem

Es gilt:
li L _ 0 Qt\ {0
IMp 00 nia =0, ac \ { }
lim, o0 \ryﬁ =1
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Grenzwert einer Folge

Theorem

Es gilt:
li L _ 0 Qt\ {0
IMp 00 nia =0, ac \ { }
lim, o0 \ryﬁ =1

limpsee /P =1,pcRT\ {0}
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Grenzwert einer Folge

Theorem
Es gilt:
. 1 N
limp— 00 = 0, acQ\{0} (3)
limpsee /P =1,p€ R\ {0} (5)
1 n
limp_ 00 (1 + ) =e~2,71828... (6)
n
Mathe 1 WS 23/24  159/288



Grenzwert einer Folge

Theorem

Es gilt:
. 1 n
limp— 00 - =0, acQ\{0}
lim, o0 \ryﬁ =1
limp s Wp=1p¢c RT \ {0}

limp_ 00

1
limp_oo (1—1—) =e~2,71828...
n
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Bestimmung von Grenzwerten

Theorem

Seien limp_ o0 ap = a, lim, o0 by = b und c € R, dann gilt:
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Bestimmung von Grenzwerten

Theorem
Seien limp_ o0 ap = a, lim, o0 by = b und c € R, dann gilt:

o limpoo(an £ bp) = (limp—oo @n) £ (limpoo by) =a+ b
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Bestimmung von Grenzwerten

Theorem
Seien limp_ o0 ap = a, lim, o0 by = b und c € R, dann gilt:
o limpoo(an £ bp) = (limp—oo @n) £ (limpoo by) =a+ b

o lim,,oo(c-ap) =c-limyy0an=c-a
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Bestimmung von Grenzwerten

Theorem

Seien limp_ o0 ap = a, lim, o0 by = b und c € R, dann gilt:
o limpoo(an £ bp) = (limp—oo @n) £ (limpoo by) =a+ b
o lim,,oo(c-ap) =c-limyy0an=c-a

@ lim,oo(an- bn) = (limpsoo an) - (limpsoo bp) = a- b
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Bestimmung von Grenzwerten

Theorem

Seien limp_ o0 ap = a, lim, o0 by = b und c € R, dann gilt:
o limpoo(an £ bp) = (limp—oo @n) £ (limpoo by) =a+ b
o lim,,oo(c-ap) =c-limyy0an=c-a
@ lim,oo(an- bn) = (limpsoo an) - (limpsoo bp) = a- b

; an) — limpsecan — 2
limp— o0 (b) = fmeh =5 b#0

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24

160 / 288



Bestimmung von Grenzwerten

Theorem

Seien limp_ o0 ap = a, lim, o0 by = b und c € R, dann gilt:
o limpoo(an £ bp) = (limp—oo @n) £ (limpoo by) =a+ b
o lim,,oo(c-ap) =c-limyy0an=c-a
@ lim,oo(an- bn) = (limpsoo an) - (limpsoo bp) = a- b

limposoc (32) = g = 3. b#0

limp—oo(an)” = (limpseo @an)” = a",r e R/0
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Bestimmung von Grenzwerten

Theorem

Seien limp_ o0 ap = a, lim, o0 by = b und c € R, dann gilt:
o limpoo(an £ bp) = (limp—oo @n) £ (limpoo by) =a+ b
o lim,,oo(c-ap) =c-limyy0an=c-a

@ lim,oo(an- bn) = (limpsoo an) - (limpsoo bp) = a- b

0 limp oo (32) = fmrmmtn = 2 b0
o limpoo(an)” = (limpseo an)” = a",r e R/0
o limp_oo logg(an) = logy (limp—oo an) = logy(a)
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Beispiel einer konvergenten Folge

Example (Konvergente Folge)

Zu zeigen ist, dass die Folge

2+3n 1
—5 +-3-¢"
an 2n 2( q)7

mit n € N,0 < g < 1 konvergiert.
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Beschranktheit von Folgen

Definition (Beschrankte Folge)

Eine Folge (an)nen reeller Zahlen heiBt nach oben (bzw. nach unten)
beschrankt, wenn alle a, fir alle n € N kleiner oder gleich (bzw. groBer
oder gleich) einer festen Zahl M € R sind.

Eine Folge (an)nen heiBt beschrankt wenn sie nach oben und nach unten
beschrankt ist.
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Beschranktheit von Folgen

Definition (Beschrankte Folge)

Eine Folge (an)nen reeller Zahlen heiBt nach oben (bzw. nach unten)
beschrankt, wenn alle a, fir alle n € N kleiner oder gleich (bzw. groBer
oder gleich) einer festen Zahl M € R sind.

Eine Folge (an)nen heiBt beschrankt wenn sie nach oben und nach unten
beschrankt ist. )

Definition (Monotone Folge)

Eine Folge (an)nen heiBt

monoton wachsend, wenn ag < a1 < a» < ...,
monoton fallend, wenn ag > a1 > a» > ...,
fir alle n € N gilt.
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Beschranktheit und Konvergenz von Folgen

Theorem (Konvergenz von beschrankten und monotonen Folgen)

Jede beschrinkte monotone Folge (ap)nen reeller Zahlen konvergiert.
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Arithmetische Folge

Definition

Eine arithmetische Folge (a,)nen ist eine regelmaBige mathematische
Zahlenfolge mit der Eigenschaft, dass die Differenz zweier benachbarter
Folgenglieder konstant ist.
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Sl
Arithmetische Folge

Definition

Eine arithmetische Folge (a,)nen ist eine regelmaBige mathematische
Zahlenfolge mit der Eigenschaft, dass die Differenz zweier benachbarter
Folgenglieder konstant ist.

Es gilt:
@ 211 = a; + d (rekursive Formel)
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Sl
Arithmetische Folge

Definition

Eine arithmetische Folge (a,)nen ist eine regelmaBige mathematische
Zahlenfolge mit der Eigenschaft, dass die Differenz zweier benachbarter
Folgenglieder konstant ist.

Es gilt:
@ 211 = a; + d (rekursive Formel)

@ a; = ap + id (explizite Formel)
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Sl
Arithmetische Folge

Definition

Eine arithmetische Folge (a,)nen ist eine regelmaBige mathematische
Zahlenfolge mit der Eigenschaft, dass die Differenz zweier benachbarter
Folgenglieder konstant ist.

Es gilt:
@ 211 = a; + d (rekursive Formel)

@ a; = ap + id (explizite Formel)
_ai41t a1

i = > (arithmetisches Mittel)
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Beispiel einer arithmetischen Folge

Example (Arithmetische Folge)
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Beispiel einer arithmetischen Folge

Example (Arithmetische Folge)
a = 2, d=5
aig = 2+5=7
a» = a1+5H=12
a3 = a+5b=17
dg =
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Geometrische Folge

Definition

Eine geometrische Folge (an)nen, ist eine regelmaBige mathematische
Zahlenfolge mit der Eigenschaft, dass der Quotient zweier benachbarter
Folgenglieder konstant ist. Es gilt also
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Geometrische Folge

Definition

Eine geometrische Folge (an)nen, ist eine regelmaBige mathematische
Zahlenfolge mit der Eigenschaft, dass der Quotient zweier benachbarter
Folgenglieder konstant ist. Es gilt also

Es gilt weiter:
@ a1 = a; - q (rekursive Formel)
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Beispiel einer geometrischen Folge

Example (Geometrische Folge)

Gegeben sei ein Folge mit

a = 3,q:2.

Dann erhalt man die weiteren Folgeglieder:
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Beispiel einer geometrischen Folge

Example (Geometrische Folge)

Gegeben sei ein Folge mit
a = 3, q= 2.

Dann erhalt man die weiteren Folgeglieder:

ag = 3:2=6
a» = a1-2=12
a3 = a-2=24
a, =
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Motivation

Example

100 Euro sind auf einem Festgeldkonto mit 5% Zinsen angelegt.
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Motivation

Example

100 Euro sind auf einem Festgeldkonto mit 5% Zinsen angelegt.
Wie viel Geld ist auf dem Konto nach einem Jahr?
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Motivation

Example

100 Euro sind auf einem Festgeldkonto mit 5% Zinsen angelegt.
Wie viel Geld ist auf dem Konto nach einem Jahr?

Wie viel Geld ist auf dem Konto nach 10 Jahren? (mit Zinseszins)
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Motivation

Example

100 Euro sind auf einem Festgeldkonto mit 5% Zinsen angelegt.
Wie viel Geld ist auf dem Konto nach einem Jahr?

Wie viel Geld ist auf dem Konto nach 10 Jahren? (mit Zinseszins)
Wie viel Geld ist auf dem Konto nach unendliche vielen Jahren?
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Motivation

Example

100 Euro sind auf einem Festgeldkonto mit 5% Zinsen angelegt.
Wie viel Geld ist auf dem Konto nach einem Jahr?

Wie viel Geld ist auf dem Konto nach 10 Jahren? (mit Zinseszins)
Wie viel Geld ist auf dem Konto nach unendliche vielen Jahren?

Vermutung: Wenn die Folge nicht konvergiert, scheint die Summe der
Folgenglieder auch nicht zu konvergieren.
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Motivation

Example

100 Euro sind auf einem Festgeldkonto mit 5% Zinsen angelegt.
Wie viel Geld ist auf dem Konto nach einem Jahr?

Wie viel Geld ist auf dem Konto nach 10 Jahren? (mit Zinseszins)
Wie viel Geld ist auf dem Konto nach unendliche vielen Jahren?

Vermutung: Wenn die Folge nicht konvergiert, scheint die Summe der
Folgenglieder auch nicht zu konvergieren.
Betrachten wir den Fall von konvergenten Folgen:

Example
Konvergiert die Summe der konvergenten Folge (an)nen mit a, = 17 J

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 169 /288



Motivation

Example

Betrachten wir die Folge

(an)nEN = 5~
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Motivation

Example

Betrachten wir die Folge

(an)neN = 2

Die Folge konvergiert gegen 0. Wie verhalt es sich mit der Reihe

$ 1,

5 !
n:ln
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Einfihrung
Motivation

Example

Betrachten wir die Folge

(an)nEN = 2

Die Folge konvergiert gegen 0. Wie verhalt es sich mit der Reihe

=1

> 57
n=1

Vermutung: Wenn die Folge gegen 0 konvergiert (eine Nullfolge ist), dann
konvergiert auch die Summe der Folgenglieder.

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24  170/288



Motivation

Example (Harmonische Reihe)

Betrachten wir die harmonische Folge

1
(an)nen = .

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24
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Motivation

Example (Harmonische Reihe)

Betrachten wir die harmonische Folge

1

(an)nen = .

Die Folge konvergiert gegen 0. Wie verhalt es sich mit der Reihe

=1

2.
n
n=1
v
Hechler/Thiimmel Mathe 1
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Motivation

Example (Harmonische Reihe)

Betrachten wir die harmonische Folge

1

(an)nen = .

Die Folge konvergiert gegen 0. Wie verhalt es sich mit der Reihe

S

n=1 n

Beweis: Die Reihe divergiert (sieche Tafel).
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Definition
Unendliche Reihe

Definition (Partialsummen und unendliche Reihe)

Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen. Die endlichen Summen:

So = 4ao

S = at+ta=s+a

S = a+ar+ta=s+a

Sh = a+ar+---+an=5-1+tan

heiBen Partial- oder Teilsummen.
Eine Folge von Partialsummen wird unendliche Reihe genannt und mit
Y020 an bezeichnet.
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Summen von Reihen

Die Folge (sm)men der Partialsummen, ist durch

m
5m3:Zan:30+a1+32+a3+~-

n=0

gegeben.

Hechler/Thiimmel Mathe 1
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Summen von Reihen

Die Folge (sm)men der Partialsummen, ist durch
m
Smi=) apn=ao+a+a+a+-+am,
n=0
gegeben.

Definition (Summe einer Reihe)

Konvergiert die Folge der Partialsummen s,,, so ist ihr Grenzwert s durch
Y o an gegeben und heiBt dann Summe der Reihe. Wir schreiben dann

o0
s= lim s, =: E an
m—00
n=0
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Geometrische Reihen

Betrachten wir eine geometrische Folge mit einem konstanten ag und g
und die dazugehorige geometrische Reihe

n
> 204"
k=0
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Geometrische Reihen

Betrachten wir eine geometrische Folge mit einem konstanten ag und g
und die dazugehorige geometrische Reihe

1— n+1

n

Z aoqk = lim ag
n—oo

k=0
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Geometrische Reihen

Betrachten wir eine geometrische Folge mit einem konstanten ag und g
und die dazugehorige geometrische Reihe

n 1— n+1
> aq* = lim_ag 1q :1a0 , el <1
k=0 e -9 - 4q

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 174 /288



Geometrische Reihen

Betrachten wir eine geometrische Folge mit einem konstanten ag und g
und die dazugehorige geometrische Reihe

n 1— n+1
> aq* = lim_ag 1q 2180 , el <1
k=0 e -9 - 4q

Theorem (Unendliche geometrische Reihe)

Die Reihe >-°° 4 q" konvergiert fiir alle |q| < 1 mit dem Grenzwert
n=0

1

&)
D =1
n=0

q
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Beispiel einer Reihe

Example

Gegeben sei die Reihe

- 1
E 5 )
o ke 4k +3

Untersuchen Sie die Reihe auf Konvergenz fiir n — oco.
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Beispiel einer Reihe

Example

Gegeben sei die Reihe

- 1
E 5 )
o ke 4k +3

Untersuchen Sie die Reihe auf Konvergenz fiir n — co. Dafiir benétigen
wir noch einige Aussagen (iber das Rechnen mit Reihen.
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Konvergente Reihen

Theorem (Linearkombination konvergenter Reihen)

Seien

Zan:a und Zb,,:b
n=0 n=0

zwei konvergente Reihen reeller Zahlen und )\, u € R. Dann konvergiert
auch die Reihe Y~72 g(Aan + p1bp) und es gilt

Z()\an—i-ub,,) :)\Zan+,qun:)\a+,ub
n=0 n=0 n=0
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Beispiel einer Reihe

Example

Betrachten wir wieder die Reihe s, = >"7_, m.
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Beispiel einer Reihe

Example

Betrachten wir wieder die Reihe s, = Y} m
Mit Partialbruchzerlegung erhalten wir

" 1 1
= Z/<2+4k+3 Z (k+1)(k +3)
C1[& 1 "o

BRI U 1 1[1 11 1
—k+1 Zk+3] 2

Es gilt also lim,_o0 s = 3/4.
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Konvergente Reihen

Definition (Absolut konvergent)

Eine Reihe >~2 4 a, heiBt absolut konvergent, falls die Reihe der absolut
Betrage > 72 |an| konvergiert.
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Konvergente Reihen

Definition (Absolut konvergent)

Eine Reihe >~2 4 a, heiBt absolut konvergent, falls die Reihe der absolut
Betrage > 72 |an| konvergiert.

Theorem (Majoranten Kriterium)

Sei Y"02 o cn eine konvergente Reihe mit lauter nicht-negativen Gliedern
und (ap)nen eine Folge mit

lan| < ¢, fiiralle neN.

Dann konvergiert die Reihe "0 an absolut.
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Konvergente Reihen

Definition (Absolut konvergent)

Eine Reihe > 72 a, heiBt absolut konvergent, falls die Reihe der absolut
Betrage > 72 |an| konvergiert.

Theorem (Majoranten Kriterium)

Sei Y"02 o cn eine konvergente Reihe mit lauter nicht-negativen Gliedern
und (ap)nen eine Folge mit

lan| < ¢, fiiralle neN.

Dann konvergiert die Reihe "0 an absolut.

Bemerkung: Konvergiert eine Reihe absolut, so konvergiert sie bei jeder
Umordnung der Reihe.
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Beispiel Majoranten Kriterium

Example
Die Reihe

o0

n(n+1)

n=1

konvergiert.
Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen ebenfalls konvergieren:

OZ nn+1
OZn 1n2
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Konvergente Reihen

Theorem (Quotientenkriterium)

Eine Reihe Y2 an konvergiert absolut, wenn eine Konstante C < 1 und
ein N € N existiert, so dass fiir alle n > N

dn+1
dn

<C

gilt.

Bemerkung:
Falls lim,— o

an+1
an

> 1 gilt, so divergiert die Reihe.
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Konvergente Reihen

Example (Quotientenkriterium)

Konvergiert die Reihe Y72, 2,,.
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Konvergente Reihen

Example (Quotientenkriterium)

Konvergiert die Reihe Y72, 2,,.
Es gilt firn>3

an41
an
v
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Konvergente Reihen

Example (Quotientenkriterium)

Konvergiert die Reihe Y72, 2,,.
Es gilt firn>3

ant1 (n+1)%27
an on+1p2
v
Mathe 1

WS 23/24  181/288



Konvergente Reihen

Example (Quotientenkriterium)

Konvergiert die Reihe Y72, 2,,.
Es gilt firn>3

SRS BT
an 2n+1p2 2 n
Mathe 1

WS 23/24  181/288



Konvergente Reihen

Example (Quotientenkriterium)

Konvergiert die Reihe Y72, 2,,.
Es gilt firn>3

an+1
an

_(n+1)22" 1 )
T A

)
-2 3
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Konvergente Reihen

Example (Quotientenkriterium)

Konvergiert die Reihe Y72, 2,,.

Es gilt firn>3

an+1
an

IN

Hechler/Thiimmel

Mathe 1 WS 23/24
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Konvergente Reihen

Example (Quotientenkriterium)

Konvergiert die Reihe Y72, 2,,.
Es gilt firn>3

SRS
an 2n+1p2 2 n
1 1\? 8
“(1+2) =2=cCc<1
= 2< 3> 9 - <
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Konvergente Reihen

Theorem (Wurzel Kriterium)

Eine Reihe Y2 an konvergiert absolut, wenn eine Konstante C < 1 und
ein N € N existiert, so dass fiir alle n > N

{flanl < €

gilt.

Bemerkung:
Falls limp_,00 V/|an| > 1 gilt, so divergiert die Reihe.
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Konvergente Reihen

Example (Wurzelkriterium)

Konvergiert die Reihe
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Konvergente Reihen

Example (Wurzelkriterium)

Konvergiert die Reihe

o0 n2
£0-2)"

n=1 n
Wir verwenden das Wurzelkriterium

lim \/|an|
n—o00
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Konvergente Reihen

Example (Wurzelkriterium)
Konvergiert die Reihe
o0 n2
56-3
n=1 n

Wir verwenden das Wurzelkriterium

N . 1\"
Jim, {fanl = i /(1)
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Konvergente Reihen

Example (Wurzelkriterium)

Konvergiert die Reihe
o0 n2
502"
n=1 n

Wir verwenden das Wurzelkriterium

1 1\"
I|m \/lan| = I|m 1—7 lim 1—)

n—>oo

]
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Konvergente Reihen

Example (Wurzelkriterium)

Konvergiert die Reihe
o0 n2
502"
n=1 n

Wir verwenden das Wurzelkriterium

1 1\" 1
|Im \/?n—llm 1—7 lim 1—) ==

" n—oo n
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Konvergente Reihen

Example (Wurzelkriterium)

Konvergiert die Reihe
o0 n2
502"
n=1 n

Wir verwenden das Wurzelkriterium

1 1\" 1
I|m \/an—llm 1—7 lim 1—) =-<1

n—>oo n e
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Konvergente Reihen

Theorem (Leibnitzkriterium)

Eine alternierende Reihe "7 a, konvergiert, wenn es eine natiirliche Zahl
ng gibt, sodass

lant1| < |an|

fiir alle n > nog und wenn lim,_,~ |a,| = 0 gilt.

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 184 /288




e
Konvergente Reihen

Theorem (Leibnitzkriterium)

Eine alternierende Reihe "7 a, konvergiert, wenn es eine natiirliche Zahl
ng gibt, sodass

lant1| < |an|

fiir alle n > nog und wenn lim,_,~ |a,| = 0 gilt.

Example

H H oo n_1 . 1 1 .
Die Reihe 3°07,(—1)" ;17 konvergiert, da [apt1| = 775 < |an| = 537 fir
alle n und lim,_ o |an| = limp— 0o ﬁ =0.
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@ Trigonometrische Funktionen

@ Umkehrfunktionen

@ Exponential und
Logarithmusfunktionen

@ Polynome

@ Stetigkeit

Funktionen und Stetigkeit
@ Grundbegriffe
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Funktionen

Definition (Funktion)
Eine Abbildung oder Funktion f von einer Menge D in eine Menge W ist
eine Vorschrift, die jedem Element x € D genau ein Element f(x) € W

zuordnet.
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Funktionen

Definition (Funktion)

Eine Abbildung oder Funktion f von einer Menge D in eine Menge W ist
eine Vorschrift, die jedem Element x € D genau ein Element f(x) € W
zuordnet.Man schreibt dafiir:

f:D — W
x = f(x)=y

und sagt: “x wird auf f(x) abgebildet” bzw. “f(x) ist das Bild (oder der
Funktionswert) von x".
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Funktionen

Definition (Funktion)

Eine Abbildung oder Funktion f von einer Menge D in eine Menge W ist
eine Vorschrift, die jedem Element x € D genau ein Element f(x) € W
zuordnet.Man schreibt dafiir:

f:D — W
x = f(x)=y
und sagt: “x wird auf f(x) abgebildet” bzw. “f(x) ist das Bild (oder der

Funktionswert) von x". Die Menge D heiBt Definitionsbereich und die
Menge W heilt Wertebereich.
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Funktionen

Example

Gegeben seien die folgenden Abbildungen:

a) f(x) =sinx
b) f(x)=1
Q) Fx) =~

X2+ x —
Q) flx) =202
e) f(x)=Inx

Geben Sie jeweils den Definitions und Wertebereich an.

Hechler/Thiimmel
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Funktionen

Definition (Gerade und ungerade Funktionen)

Eine Funktion f : D — R heiBt gerade Funktion, wenn

gilt,
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Funktionen

Definition (Gerade und ungerade Funktionen)

Eine Funktion f : D — R heiBt gerade Funktion, wenn

gilt, und ungerade Funktion, wenn

f(—x) = —f(x)

gilt.
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Funktionen

Example

Gegeben seien die folgenden Funktionen:
a) f(x) =
b) f(x) = |X|
c) f(x) =
d) f(x) =

e) f(x)=x +x2

Bestimmen Sie die geraden bzw. ungeraden Funktionen.
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Funktionen

Definition (Beschranktheit von Funktionen)

Eine Funktion y = f(x), x € D(f), heiBt nach unten bzw. nach oben
beschrankt, wenn ihr Wertebereich W(f) nach unten bzw. nach oben
beschrankt ist, d. h., wenn es eine Konstante ¢ bzw. C derart gibt, dass

c <f(x) bzw. f(x)<C firallex e D(f)

gilt.
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Grundbegriffe
Funktionen

Definition (Beschranktheit von Funktionen)

Eine Funktion y = f(x), x € D(f), heiBt nach unten bzw. nach oben
beschrankt, wenn ihr Wertebereich W(f) nach unten bzw. nach oben
beschrankt ist, d. h., wenn es eine Konstante ¢ bzw. C derart gibt, dass

c <f(x) bzw. f(x)<C firallex e D(f)
gilt. Existiert sogar eine Konstante K derart, dass

If(x)| < K firalle xe D(f)

gilt, wird die Funktion beschrankt genannt.
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Grundbegriffe
Funktionen

Example

Gegeben seien die folgenden Funktionen:
a) f(x) =x-—
b) f(x)= |x| xe[-1,1]CcR
c) f(x) =

d) f(x ): sin x

Bestimmen Sie ob die Funktionen beschrankt sind.

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24
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Grundbegriffe
Funktionen

Definition (Periodische Funktionen)

Eine Funktion f : D — R heiBt periodisch, wenn mindestens ein
T € R, T # 0 existiert, fiir das

xeDex+TeD
far alle x € R und
f(x+ T)=1~(x)

fur alle x € D gilt. T wird als Periode der Funktion f bezeichnet.
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Funktionen

Example

Gegeben seien die folgenden Funktionen:
a) f(x) =signx
b) f(x)=|x|, xe[-1,1]CR
oma={ 1 rebrny
d) f(x) =sinx

Bestimmen Sie ob die Funktionen periodisch sind und falls ja, bestimmen
Sie die Periode T.

mit n € N
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Rechnen mit Funktionen

Seien f, g zwei Funktionen mit identischem Definitionsbereich. So kann
man neue Funktionen wie folgt bilden:

(F+8)0x) = f()+8()
(F8)) = F(x)-5()

f ) ur g(x
(5)60 = 29 firgto 20
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Verkettung von Funktionen

Definition (Verkettung)

Seien f : Df — M und g : Dy — N Funktionen. Die
Hintereinanderausfiihrung oder Verkettung von f und g ist die Funktion

von fog: Dy — M mit

x = (fog)(x) = f(g(x))- )

Damit die Hintereinanderausfiihrung Sinn macht, muss g(D,) C Dr gelten.

195 / 288
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Grundbegriffe
Funktionen

Example

Gegeben seien die folgenden Funktionen:
fix)=x+1
g(x) = x*
h(x) =sinx + 1

Bestimmen Sie fog, gof und hogof.
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Trigonometrische Funktionen

t
/'La | =

e Bogenmal

T~

o 3w

2707 —

Definition (BogenmaB)

2

360° — 2

G
1 /(Gradmar&

Das BogenmaB x eines Winkels « (in °) ist die Lange des Bogens, welcher
dem Winkel o im Einheitskreis gegeniiber liegt.

Hechler/Thiimmel

Mathe 1
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Funktionen Trigonometrische Funktionen

Trigonometrische Funktionen

—

1
lkyl
-1

Definition (Trigonometrisch Funktion)

Sei a die Bogenlange am Einheitskreis, die vom Punkt (1,0) beginnend
entgegen dem Uhrzeigersinn gemessen wird, und bei P = (x, y) endet.
Dann definieren wir

sin(a) =y bzw. cos(a) = x

und nennen diese Funktionen Sinus bzw. Kosinus. )
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Die sin und cos Funktionen

Um sin(x) und cos(x) fir alle x € R zu definieren, lassen wir auch
Mehrfachumdrehungen zu (x = k27 entspricht k vollen Umdrehungen,
falls k < 0 ist, so wurde im Uhrzeigersinn gedreht).

2
15—

1

p

sin x
cosx

0.5
0

os/ \
-1 —

15—

5 | |

2n 3n/2 -m

Hechler/Thiimmel
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N il T:iconometrische Funktionen

sin und cos als Reihendarstellung

Heutzutage kann es bequem sein, die beiden Funktionen sin(x) und cos(x)

durch unendliche Reihen wie folgt zu definieren:

Definition (Analytische Definition)
Fir alle x € R gilt

3 x5 00 2k+1
inb) = x- g g = LN gy

x? X s x2k
cos(x) = 1_§+ﬂ_ Z 1)k

Diese Reihen konvergieren absolut fiir alle x € R.
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Rechenregeln

Lemma
Fiir alle x € R gilt

cos(—x) =cosx und sin(—x) = —sinx
cos’x +sin’x = 1
cos(2x) =  cos®x —sin®x
sin(2x) = 2sinxcosx
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Rechenregeln

Lemma
Fiir alle x € R gilt

cos(—x) = cos x

cos® x + sin® x

und  sin(—x) = —sinx
= 1

cos(2x) =  cos®x —sin®x
sin(2x) = 2sinxcosx
Lemma
Fiir alle x,y € R gilt
cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny
sin(x +y) = sinxcosy + cosxsiny

Hechler/Thiimmel
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Tangens
tan(x)
2._
1_.
+ + -
O in T —im ir ™ 3w o
71__
-2+
Definition

Fir x e R\ {5 + km : k € Z} setzt man

sin x

tanx = .
COS X

WS 23/24 202288
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Motivation

Wir haben bereits Rechenregeln fir

@ das Addieren und Subtrahieren von Funktionen (Inverse bzgl. der
Addition ist £ (x) = —f(x)).
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Motivation

Wir haben bereits Rechenregeln fir

@ das Addieren und Subtrahieren von Funktionen (Inverse bzgl. der
Addition ist £ (x) = —f(x)).
@ das Verketten von Funktionen
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Motivation

Wir haben bereits Rechenregeln fir

@ das Addieren und Subtrahieren von Funktionen (Inverse bzgl. der
Addition ist £ (x) = —f(x)).
@ das Verketten von Funktionen
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Umkehrfunktionen
Motivation

Wir haben bereits Rechenregeln fir

@ das Addieren und Subtrahieren von Funktionen (Inverse bzgl. der
Addition ist £ (x) = —f(x)).

@ das Verketten von Funktionen

Neutrales Element bzgl. der Addition (f(x) = 0) und der Verkettung
f(x) = x sind bekannt.
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Umkehrfunktionen
Motivation

Wir haben bereits Rechenregeln fir

@ das Addieren und Subtrahieren von Funktionen (Inverse bzgl. der
Addition ist £ (x) = —f(x)).
@ das Verketten von Funktionen

Neutrales Element bzgl. der Addition (f(x) = 0) und der Verkettung
f(x) = x sind bekannt.

Welche Operation fehlt? (Wie war es bei Matrizen, etc.?)
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Umkehrfunktionen
Motivation

Wir haben bereits Rechenregeln fir

@ das Addieren und Subtrahieren von Funktionen (Inverse bzgl. der
Addition ist £ (x) = —f(x)).
@ das Verketten von Funktionen
Neutrales Element bzgl. der Addition (f(x) = 0) und der Verkettung
f(x) = x sind bekannt.
Welche Operation fehlt? (Wie war es bei Matrizen, etc.?)
Das Inverse (f 1) bzgl. der Verkettung einer Funktion fehlt.
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U i S
Eigenschaften von Abbildungen

Definition (Injektiv, Surjektiv, Bijektiv)
Sei f : D — W eine Abbildung

o f heiBt injektiv, wenn f(x1) = f(x2) = x1 = xp fiir alle x1,x2 € D.

Hechler/Thimmel Mathe 1
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Ul G
Eigenschaften von Abbildungen

Definition (Injektiv, Surjektiv, Bijektiv)
Sei f : D — W eine Abbildung
o f heiBt injektiv, wenn f(x1) = f(x2) = x1 = xp fiir alle x1,x2 € D.

o f heiBt surjektiv, wenn jedes Element von W das Bild eines Elements
aus D ist, kurz f(D) = W.
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Ul G
Eigenschaften von Abbildungen

Definition (Injektiv, Surjektiv, Bijektiv)
Sei f : D — W eine Abbildung
o f heiBt injektiv, wenn f(x1) = f(x2) = x1 = xp fiir alle x1,x2 € D.

o f heiBt surjektiv, wenn jedes Element von W das Bild eines Elements
aus D ist, kurz f(D) = W.

o f heiBt bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.
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Ul G
Bijektiv, injektiv, surjektiv

Example
Gegeben seien die folgenden Funktionen:
a) f:R— R mit f(x) = x
b) f:R—Rmit f(x)=1
c) f:R—R{ mit f(x) = x?
d) f:R—[-1,1] mit f(x) =sinx
e) f: Ry — R{ mit f(x) = x?

Bestimmen Sie welche der Funktionen injektiv, surjektiv oder bijektiv sind.
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Monotonie

Definition
Sei f : D CR — M C R eine Funktion.

@ f heiBt streng monoton wachsend, wenn gilt

x1<xx = f(x1)<f(x) Vx,x €D.
o f heiBt streng monoton fallend, wenn gilt

x1<xp = f(x1)>f(x) Vxi,x €D.

e Wenn anstellen von < und > (bei den Funktionswerten) jeweils <
bzw. > gilt, dann nennt man die Funktion nur monoton wachsend
bzw. monoton fallend.
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Umkehrfunktionen
Monotonie

Example
Gegeben seien die folgenden Funktionen:
a) f:R— R mit f(x) = x
b) f:R— Rmit f(x)=1
c) f:R— R§ mit f(x) = x?
d) f:[-5,5 = [-1,1] mit f(x) =sinx

Bestimmen Sie welche der Funktionen (streng) monoton wachsend oder
fallend sind.

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 207 /288



Bijektive Funktionen

Theorem

Eine reelle Funktion f : D C R — M C R st injektiv, wenn sie entweder
streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist. Gilt weiter,
dass f(D) = M ist (Surjektivitit), so ist die Funktion f bijektiv.
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Umehrfunkionen
Bijektive Funktionen

Theorem

Eine reelle Funktion f : D C R — M C R st injektiv, wenn sie entweder
streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist. Gilt weiter,
dass f(D) = M ist (Surjektivitit), so ist die Funktion f bijektiv.

Alle notwendigen Grundlagen fir die Definition der Inversen bzgl.
Verkettung sind definiert, wir konnen die Inverse einer Funktion definieren.
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Umkehrfunktion

Definition (Umkehrfunktion)

Ist die Funktion f : D — W bijektiv, dann heiBt die Funktion, die jedem
y € W das eindeutig bestimmte x € D mit y = f(x) zuordnet, die

Umbkehrfunktion (oder inverse Funktion) von f. Sie wird mit f~1
bezeichnet.
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Umkehrfunktionen
Umkehrfunktion

Definition (Umkehrfunktion)

Ist die Funktion f : D — W bijektiv, dann heiBt die Funktion, die jedem
y € W das eindeutig bestimmte x € D mit y = f(x) zuordnet, die
Umbkehrfunktion (oder inverse Funktion) von f. Sie wird mit f~1
bezeichnet.

f~1: W — D hat folgende Eigenschaft:
f~1(y) = x genau dann, wenn y = f(x).
Insbesondere gilt

(Frofe)=x und (fof Y)(y)=y

fir alle x € D bzw. y € W.
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Umkehrfunktion der Trigonometrischen Funktionen

Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen heiBen
Arcus-Funktionen. Fiir die Existenz der Umkehrfunktionen ist es
notwendig, den Definitionsbereich der trigonometrischen Funktionen
einzuschranken.

trig. Funktion eing. Def. Bereich ‘ Umkehrfunktion Def. Bereich

sin x [—%; g] arcsin x [-1;1]
cos x [0; 7] arccos x [—1;1]
tan x -5 5] arctan x R
cot x [0; 7] arccot x R
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Exponential und Logarithmusfunktionen
Exponential und Logarithmus

Theorem

Die Exponentialfunktion f : R — (0, 00) gegeben durch f(x) = a* ist fiir

0 < a < 1 streng monoton fallend und fiir 1 < a streng monoton

wachsend.

Ihre Umkehrfunktion wird als Logarithmusfunktion bezeichnet:
f=1:(0,00) — mit f71(x) = log,(x).

v
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Polynome

Definition (Polynom)
Ein Polynom ist eine Funktion P : D — W, der Form
n .
P(X) = Z a,-x' = ag + ai1x + 32X2 4+ .4 an_lxn—l + a,,x”
i=0

mit Koeffizienten a; € R.
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Polynome
Polynome

Definition (Polynom)
Ein Polynom ist eine Funktion P : D — W, der Form

n
P(X) = Z a,-x" = ag + ai1x + 32X2 4+ .4 an_lxn—l + aan
i=0
mit Koeffizienten a; € R.

Der Grad des Polynoms (deg P oder gradP) ist gegeben durch den
hochsten Koeffizienten n fir den a, # 0 gilt.
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Polynome
Polynome

Definition (Polynom)
Ein Polynom ist eine Funktion P : D — W, der Form

n
P(x) = Z aix' = ag+ aix+ apx® + -+ a,_1x" 4 a,x"
i=0
mit Koeffizienten a; € R.
Der Grad des Polynoms (deg P oder gradP) ist gegeben durch den
hochsten Koeffizienten n fir den a, # 0 gilt.
Eine Nullstelle ist durch ein x gegeben fiir das P(x) = 0 gilt.
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e
Polynome

Definition (Produktdarstellung)

Gegeben sei ein Polynom P(x) vom Grad n mit den Nullstellen xg bis x,
dann ist die Produktdarstellung von P(x) gegeben durch

n

P(x) = H(X—X,-)

i=0
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e
Polynome

Definition (Produktdarstellung)

Gegeben sei ein Polynom P(x) vom Grad n mit den Nullstellen xg bis x,
dann ist die Produktdarstellung von P(x) gegeben durch

n

P(x) = H(X—X,-)

i=0

Example

P(x)=1-x>+(-4) x> +5-x' +(=2) - x° = (x —1)? - (x = 2)
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e
Produktdarstellung Polynom

Example
Geben Sie zu den folgenden Polynomen die Produktdarstellung an:
a) flx)=x>—1
b) f(x )—x + 14x — 15
c) f(x)=x3+2x2 -2
d) (x) =

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24

214 /288



Gebrochen rationale Funktionen

Definition (Gebrochen rationale Funktion)
Seien a;, b € R, 0 < i < nund 0 <j < m. Die Funktion

Pn(x) anX" 4+ ap_1x" L4 -+ apx? 4 aix + ag
 Qm(X)  bmx™ + by 1x™ L o box2 + byx + bg

heiBt gebrochen rationale Funktion.
n < m: echt gebrochen rational

n > m : unecht gebrochen rational
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Verhalten im Unendlichen

Fir das Verhalten von rational gebrochenen Funktionen im Unendlichen
kann die folgende Regel verwendet werden:

lim f(x)= lim (Z”>x”—m

x—rFoo x—r*Fo0 m

wobei a, und by, jeweils die hochsten nicht verschwindenden Koeffizienten
sind.
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Verhalten im Unendlichen

Fir das Verhalten von rational gebrochenen Funktionen im Unendlichen
kann die folgende Regel verwendet werden:

: o i n—m
xlr:Poo f(X) o Xﬂr:’l?oo (bm> X
wobei a, und by, jeweils die hochsten nicht verschwindenden Koeffizienten
sind.

Example

Bestimmen Sie das Verhalten von

) ax3 —5x° — 4
X) =
p bx3 —2x2 4 x —2

fira=3,b=4und a=3,b=0.
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e
Aysymptote

Definition (Asymptote)
Sei f eine Funktion, g eine Gerade und d(-,-) der Abstand, dann heiBt g
Asymptote von f falls

lim  d(P,f)=0
Peg,|P|l—o0

gilt. D.h. der Graph der Funktion nahert sich im unendlichen der
Asymptote an, bzw. die Asymptote ist die Tangente an den Graphen der
Funktion. )

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24  217/288



Polstellen einer Funktion

Definition (Polstellen)
Stellen, in deren unmittelbarer Umgebung die Funktionswerte
unbeschrankt wachsen oder fallen, heiBen Pole oder Unendlichkeitsstellen

der Funktion f(x).
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Polstellen einer Funktion

Definition (Polstellen)

Stellen, in deren unmittelbarer Umgebung die Funktionswerte
unbeschrankt wachsen oder fallen, heiBen Pole oder Unendlichkeitsstellen
der Funktion f(x).

Example
Die Funktion f : R\ 0 — R mit f(x) = 1/x hat eine Polstelle bei x = 0.

v

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24  218/288



Polstellen und Definitionsliicken

Definition (Pol der k-ten Ordnung)

x ist ein Pol k-ter Ordnung < Pp(x) # 0 und Qm(x) = 0 ist eine
Nullstelle von k-ter Ordnung.
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Polstellen und Definitionsliicken

Definition (Pol der k-ten Ordnung)

x ist ein Pol k-ter Ordnung < Pp(x) # 0 und Qm(x) = 0 ist eine
Nullstelle von k-ter Ordnung.

Definition (Nullstelle der k-ten Ordnung)
x; ist eine Nullstelle k-ter Ordnung < P(x) kann geschrieben werden als
Pal(x) = (x —x)* - &(x) )
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Polstellen und Definitionsliicken

Definition (Pol der k-ten Ordnung)

x ist ein Pol k-ter Ordnung < Pp(x) # 0 und Qm(x) = 0 ist eine
Nullstelle von k-ter Ordnung.

Definition (Nullstelle der k-ten Ordnung)

x; ist eine Nullstelle k-ter Ordnung < P(x) kann geschrieben werden als
Pa(x) = (x = x1)* - g(x)

Definition (Stetig hebbare Definitionsliicke)

x ist eine Licke < ( Pn(x) = 0 ist Nullstelle der Ordnung k; und
Qm(x) = 0 ist Nullstelle der Ordnung k» und es gilt k1 > k)
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Gebrochen rationale Funktion

Example

Gegeben sei die Funktion

3x3 —5x2—4
x3—2x24+x -2

p(x) =

Bestimmen Sie die Polstellen und stetig hebbare Definitionsliicken.
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Definitionsbereich bei Polen und Definitionsliicken

Der Definitionsbereich D einer gebrochen rationalen Funktionf(x) ist
gegeben durch

D =R\ {Pole, Liicken}
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Definitionsbereich bei Polen und Definitionsliicken

Der Definitionsbereich D einer gebrochen rationalen Funktionf(x) ist
gegeben durch

D =R\ {Pole, Liicken}

Bestimmung der Nullstellen und Pole einer gebrochen rationalen Funktion:
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Definitionsbereich bei Polen und Definitionsliicken

Der Definitionsbereich D einer gebrochen rationalen Funktionf(x) ist
gegeben durch

D =R\ {Pole, Liicken}

Bestimmung der Nullstellen und Pole einer gebrochen rationalen Funktion:

1. Zerlegung des Zahler- und Nennerpolynoms in Linearfaktoren und
Kiirzung gemeinsamer Faktoren (SchlieBung der Liicken).
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Definitionsbereich bei Polen und Definitionsliicken

Der Definitionsbereich D einer gebrochen rationalen Funktionf(x) ist
gegeben durch

D =R\ {Pole, Liicken}

Bestimmung der Nullstellen und Pole einer gebrochen rationalen Funktion:

1. Zerlegung des Zahler- und Nennerpolynoms in Linearfaktoren und
Kiirzung gemeinsamer Faktoren (SchlieBung der Liicken).

2. Reelle Linearfaktoren im Zahler sind reelle Nullstellen.
Reelle Linearfaktoren im Nenner sind reelle Pole.

3. Bestimmung von Fortsetzungen f von f auf hebbaren
Definitionsliicken.
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Grenzwerte

Definition

Sei f : D — R eine reelle Funktion auf D C R und in einer Umgebung von
Xg definiert.

Fir jede Folge (xp) mit x, € D, x, > xp und lim,_o0 Xp = Xp gilt

nllﬁ\ngo f(xn) = g (rechtseitiger Grenzwert).

Fir jede Folge (x,) mit x, € D, X, < xp und lim,_o0 X, = Xo gilt

nILmOO f(xn) = g1 (linkseitiger Grenzwert).

Gilt g, = g1, so existiert der Grenzwert g.
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Grenzwerte

Bei den Grenzwerten kann man verklrzt

o fiir den rechtsseitigen Grenzwert

lim f(x) =g

X—Xo+

o fiir den linksseitigen Grenzwert

lim f(x)=g

X—X0—

schreiben.
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e
Stetigkeit

Definition (Stetigkeit)
Sei f : D — R eine Funktion und xg € D. Die Funktion f heiBt stetig in
Punkt xg falls

lim f(x) = f(xo)-

X—Xp

f heiBt stetig in D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.
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e
Stetige Funktionen

Theorem
Seien f,g : D — R Funktionen, die in xo € D stetig sind und sei A € R.
Dann sind auch die Funktionen
f+g : D—R,
M D—R,
fg . D—R
im Punkt xo stetig. Ist g(xo) # 0, so ist auch die Funktion

f'
—:D >R
g

in xo stetig. Dabei ist D' = {x € D : g(x) # 0}.
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Differentialrechnung

Contents

e Differentialrechnung einer

Veranderlichen
@ Grundlegende Definitionen

@ Anwendung der
Differentialrechnung
@ Newtonverfahren
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Differentialrechnung Grundlegende Definitionen
Definition

Definition
Sei D C R und f: D — R eine Funktion. f heiBt in einem Punkt x € D
differenzierbar, falls der Grenzwert

f(x+ h) —f(x)

/ T
f(X)_flyTo

existiert. Der Grenzwert f'(x) heiBt Differentialquotient oder Ableitung
von f im Punkt x (man schreibt auch d';(;()). Die Funktion f heiBt

differenzierbar in D, falls f in jedem Punkt x € D differenzierbar ist.
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Differentialrechnung Grundlegende Definitionen

Geometrische Interpretation

. flx+h) = flx)
¥ Steigung der Sekante= — ;
1

fle+h) - .
L focth) - fa) <— Ay

fl) o oo :

x Ax x+h

Beim Grenziibergang (h — 0) geht die Sekante in die Tangente an den
Graphen von f im Punkt (x, f(x)) uber.
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S B P
Beispiel

Example
f:R =R, f(x)=x°

flix) =
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S B P
Beispiel

Example
f:R =R, f(x)=x°

f'(x) = lim
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S B P
Beispiel

Example
f:R =R, f(x)=x°

f'(x) = lim
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S B P
Beispiel

Example
f:R =R, f(x)=x°

F(x+h)—F h)2 — x2
h—0 h h—0 h
~ 2xh+ K?
= lim ———
h—0 h )
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S B P
Beispiel

Example
f:R =R, f(x)=x°

F(x+h)—F h)? — x2
h—0 h h—0 h
2xh + h?
— im 2T i ok b=
h—0 h—0 )
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S B P
Beispiel

Example
f:R =R, f(x)=x°

F(x+h)—F h)? — x2
h—0 h h—0 h
2xh + h?
= lim L: lim 2x + h = 2x
h—0 h—0 )
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S B P
Beispiel

Example
f:R\{0} >R, f(x)=1=x"1

filx) =
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S B P
Beispiel

Example
f:R\{0} >R, f(x)=1=x"1

Flx) = ,'1@0 f(x+ h/)1— f(x)
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Differentialrechnung Grundlegende Definitionen

Beispiel

Example

f:R\{0} >R, f(x)=1=x"1

f'(x) = lim

h—0 h
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Differentialrechnung Grundlegende Definitionen

Beispiel

Example

f:R\{0} >R, f(x)=1=x"1

f'(x) = lim

f(x+ h) — f(x)

h—0 h
jim X+ h)
h—0 h(x + h)x

1

m
h—0 h

(

1
X+ h
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S B P
Beispiel

Example
f:R\{0} >R, f(x)=1=x"1

. f(x+h)—1f(x) . 1 1 1
! _ — _ —
Fix) A@o h N ILTO h <x—|— h x)
B x —(x+ h) ] -1

A0 h(x + h)x = a5 (x +h)x
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S B P
Beispiel

Example
f:R\{0} >R, f(x)=1=x"1

Flx) = lim f(x+h)—f(x)_|_ 1( 1 1)

T b0 h “hS0h\x+h  x
x—(x+h) . -1 1
= lim——"—F=lm ———=— =
h—0 h(x + h)x  h=0 (x + h)x x2
— (1)
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S B P
Beispiel

Example
f:R—R, f(x)=¢e"

flix) =
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S B P
Beispiel

Example
f:R— R, f(x)=e"
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S B P
Beispiel

Example
f:R— R, f(x)=e"
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S B P
Beispiel

Example
f:R— R, f(x)=e"

f(x+ h) — f(x) eXth
f(x) = lim = |lim
( ) h—0 h h—0 h
. Xeh -1
= lime
h—0 h
w
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S B P
Beispiel

Example
f:R— R, f(x)=e"

 f(x+ h) = f(x o eXth e
f'(x) = lim ( )= f(x) _ lim

h—0 h h—0 h

. eh—1 . eh —1

= lime =" lim =
h—0 h h—0
w
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S B P
Beispiel

Example
f:R— R, f(x)=e"

 f(x+ h) = f(x o eXth e
f'(x) = lim ( ) = ): lim
h—0 h h—0 h
_ eh—1 « eh -1 X
= lime =" lim =e
h—0 h h—0
w
Mathe 1 WS 23/24  231/288



S S
Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Theorem

Ist die Funktion f : D — R im Punkt a € D differenzierbar, so ist sie auch
in a stetig.
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S S
Wichtige Ableitungen

Allgemein

1. f(x)=C, f'(x)=0
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S S
Wichtige Ableitungen

Allgemein
1. f(x)=C, f'(x)=0
2. f(x) =x", f'(x) = nx""1
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S S
Wichtige Ableitungen

Allgemein
1. f(x)=C, f'(x)=0
2. f(x) =x", f'(x) = nx""1
3. f(x) =1/x", f'(x) = —n/x"TL, fir x #0
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Grundlegende Defintionen
Wichtige Ableitungen

Allgemein
1. f(x)=C, f'(x)=0
2. f(x) =x", f'(x) = nx""1
3. f(x)—l/x f'(x) = —n/x"*1, fiir x #0
4. f(x) =

* f(x) =aax* 9, fira e R,x > 0
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Grundlegende Defintionen
Wichtige Ableitungen

Allgemein
1. f(x)=C, f'(x)=0
2. f(x) =x", f'(x) = nx""1
3. f(x)—l/x f'(x) = —n/x"*1, fiir x #0
4. f(x) =x%, f'(x) =aax®"9, fira e R,x >0
5. f(x) =Inx, f'(x) =1/x, fir x >0
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Grundlegende Defintionen
Wichtige Ableitungen

Allgemein
1. f(x)=C, f'(x)=0
2. f(x) =x", f'(x) = nx""1
3. f(x)—l/x f'(x) = —n/x"*1, fiir x #0
4. f(x) =x%, f'(x) =aax®"9, fira e R,x >0
5. f(x) =Inx, f'(x) =1/x, fir x >0
6. f(x) =log,x, f'(x) =1/(xIna), fir x >0
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Grundlegende Defintionen
Wichtige Ableitungen

Allgemein

1. f(x)=C, f'(x)=0

2. f(x) =x", f'(x) = nx""1

3. f(x)—l/x f'(x) = —n/x"*1, fiir x #0

4. f(x) =x2, f'(x) =aax*9, fira e R,x >0
5. f(x) =Inx, f'(x) =1/x, fir x >0

6. f(x) = Iogax f'(x) = 1/(xIna), fur x >0
7 F(x) = e, Fi(x) = e
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L AUy ronegende Defintionen
Wichtige Ableitungen

Allgemein

1. f(x
f(x

)=C f(x)=0
) =x", f'(x) = nx""1
f(x)—l/x f'(x) = —n/x"*1, fiir x #0
f(x) =x%, f'(x) = aax®9, fira € R, x > 0
x)=Inx, f'(x) =1/x, fir x >0
)= Iogax f'(x)=1/(xIna), fir x >0
) = e, f(x) = e
)=

f'(x)=a%Ina

X

© N o s e

X

f(
f(x
f(
f(
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S S
Wichtige Ableitungen

Trigonometrische Funktionen
e f(x) =sinx, f'(x) = cosx

o f(x)=cosx, f'(x) =—sinx
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Grundlegende Defintionen
Wichtige Ableitungen

Trigonometrische Funktionen
e f(x) =sinx, f'(x) = cosx
e f(x)=cosx, f'(x) = —sinx
° f(x) =tanx, f/(x) = 1/(cos® x) fiir x # kn +7/2,k € Z
f(x) = cotx, f'(x) = —1/(sin®x), fiir x # km, k € Z
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Grundlegende Defintionen
Wichtige Ableitungen

Trigonometrische Funktionen
e f(x)=sinx, f'(x) = cosx

)= ) = —sinx

) =tanx, f(x) = 1/(cos? x) fiir x # kn +7/2,k € Z

f(x) = cotx, f'(x) = —1/(sin®x), fiir x # km, k € Z

x) = arcsinx, f/(x) = 1/v/1 —x2, fir -1 < x < 1
)
)
)

f(x) = cosx, f'(x

arccos x, f'(x) = —1/V/1—x2, fir -1 < x <1
= arctanx, f'(x) =1/(1+ x?)
= arccot x, f'(x) = —1/(1 + x?)

X

X

f(
f(x
f(
f(
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Differentialrechnung Grundlegende Definitionen

Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen

Theorem

Seien f,g: D — R in x € D differenzierbare Funktionen und A € R. Dann
sind auch die Funktionen

f+g, M, fg:D—-R

in x differenzierbar und es gelten die Rechenregeln:
a) Linearitit:

(F+8)(x) = F(x)+g'(x),
M) (x) = M(x).
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Differentialrechnung Grundlegende Definitionen

Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen

Theorem (Fortsetzung)
b) Produktregel:

(f8)(x) = f'(x)g(x)+f(x)g'(x).

c) Quotientenregel: Ist g(a) # 0 fiir alle a € D, so ist auch die Funktion
(f/g) : D — R in x differenzierbar mit

f\  f(X)g(x) — f(x)g'(x)
(g> () g(x)? '
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Grundlegende Definitionen
Umkehrfunktion

Theorem

Sei D C R ein Intervall, f : D — R eine stetige, streng monotone Funktion
und ¢ = f~1: D* — R die Umkehrfunktion, wobei D* = f(D).

Ist f im Punkt x € D differenzierbar und f'(x) # 0, so ist ¢ im Punkt

y = f(x) differenzierbar und es gilt

O = e =
(p = =

f'(x)  fle(y)) )
Mathe 1 WS 23/24  237/288



S S
Kettenregel

Theorem

Seien f : D — R und g : E — R Funktionen mit f(D) C E. Die Funktion
f sei im Punkt x € D differenzierbar und g sei iny := f(x) € E
differenzierbar. Dann ist die zusammengesetzte Funktion

gof:D—R

im Punkt x differenzierbar und es gilt

(gof)(x) = g'(F(x))f'(x).
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Grundlegende Definitionen
Ableitung hoéherer Ordnung

Die Funktion f : D — R sei in D differenzierbar. Falls die Ableitung
f": D — R ihrerseits im Punkt x € D differenzierbar ist, so heiBt

dZ';(j) = F(x) = (F)(x)

die zweite Ableitung von f in x.

Die Funktion f : D — R heiBt k-mal differenzierbar in D, wenn f in jedem
Punkt x € D k-mal differenzierbar ist. Sie heiBt k-mal stetig differenzierbar
in D, wenn iiberdies die k-te Ableitung f(¥) : D — R in D stetig ist.
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Grundlegende Defintionen
Taylorreihe

Theorem

Sei f : D — R eine beliebig oft differenzierbare Funktionen mit a € D.
Dann heiBt

f(k)

Z

—a)k

die Taylor-Reihe von f im Entwick/ungspunkt a.

In den meisten Fallen wird T;f(x;a) = >i_ 0
Berechnung verwendet.

(x — a)k zur
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NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Regel von Bernoulli und I'Hospital

Theorem

Auf dem Intervall | =]a, b[ seien f, g : | — R zwei differenzierbare
Funktionen. Es gilt g'(x) # 0 fiir alle x € | und es existiere der Limes

f'(x
lim /( ) =:ceR.
x—b g'(x)
v
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NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Regel von Bernoulli und I'Hospital

Theorem

Auf dem Intervall | =]a, b[ seien f, g : | — R zwei differenzierbare
Funktionen. Es gilt g'(x) # 0 fiir alle x € | und es existiere der Limes

!
lim f(x) =:ceR.
x—b g'(x)

Dann gelten die folgenden Regeln von de I’Hospital:

1) Falls limy_p g(x) = limy_p f(x) = 0 und g(x) # 0 fiir alle x € |
dann gilt,

) )

x|—>b g(x) - be g'(x) -
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NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Regel von Bernoulli und I'Hospital

Theorem (Fortsetzung)

2) Falls limy_p g(x) = limy_p f(x) = £00 und g(x) # 0 fiir alle x € |
dann gilt ebenfalls,
f '
() )

lim —= = =
Xgnb g(x) x—bg'(x)
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NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Regel von Bernoulli und I'Hospital

Theorem (Fortsetzung)

2) Falls limy_p g(x) = limy_p f(x) = £00 und g(x) # 0 fiir alle x € |
dann gilt ebenfalls,

lim f(x) = lim f(x) =
x—b g(x)  x—b g'(x)

Bemerkung 1: Die Regel gilt auch fiir b — oco.
Bemerkung 2: Alle anderen unbestimmten Formen lassen sich umformen,
so dass die Regel 1 oder 2 angewendet werden kann.
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Differentialrechnung Anwendung der Differentialrechnung

Umformungstabelle

Die folgende Tabelle zeigt wie unbestimmte Ausdriicke umgeformt werden
kénnen um die Regel von I'Hospital zu verwenden.

Funktionf (x) limy_,p f(x) Elementare Umformung
h
g(x)-h(x) [0-00 bzw. co-0 @bzw @
h(x) g(x)
1 1
g(x) o h(X) 50 — 00 h(x) 5 g(x)
g(x)h(x)
g(X)h(x) 00’ OOO, 100 eh(><)~|n g(x)
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NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Maximum und Minimum

™~

globales Maximum

lokale Maxima

Y
/
lokales Minimum

globales Minimum

Definition (lokales Minimum und Maximum)

Sei f :]a, b[— R eine Funktion. Man sagt, f habe in x, €]a, b[ ein lokales
Maximum (Minimum), wenn wir eine Umgebung Uc(x,) von x, finden, so

dass

f(x) < f(xn) (bzw. f(x) > f(xp)) fir alle x € Ue(xp).

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 244 /288



NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Maximum und Minimum

™~

globales Maximum

lokale Maxima

lokales Minimum

globales Minimum

Definition (Globales Minimum und Maximum)

Sei f :]a, b[— R eine Funktion. Man sagt, f habe in x, €]a, b[ ein globales
Maximum (Minimum), wenn

f(x) < f(xn) (bzw. f(x) > f(xs))

fur alle x €]a, b| gilt.
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NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Notwendige Bedingungen fiir ein Extremum

Theorem

Die Funktion f :]a, b|— R besitze im Punkt x €]a, b| ein lokales

Extremum (Maximum oder Minimum) und sei in x differenzierbar. Dann
ist f'(x) = 0.
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NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Notwendige Bedingungen fiir ein Extremum

Theorem

Die Funktion f :]a, b|— R besitze im Punkt x €]a, b| ein lokales

Extremum (Maximum oder Minimum) und sei in x differenzierbar. Dann
ist f'(x) = 0.

Bemerkung: f'(x) = 0 ist nur eine notwendige, aber nicht hinreichende
Bedingung fiir ein lokales Extremum.
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NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Notwendige Bedingungen fiir ein Extremum

Theorem

Die Funktion f :]a, b|— R besitze im Punkt x €]a, b| ein lokales
Extremum (Maximum oder Minimum) und sei in x differenzierbar. Dann
ist f'(x) = 0.

Bemerkung: f'(x) = 0 ist nur eine notwendige, aber nicht hinreichende
Bedingung fiir ein lokales Extremum.
Example

Fiir die Funktion f(x) = x3 gilt z.B. f/(0) = 0, sie besitzt aber in 0 kein
lokales Extremum.
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Differentialrechnung Anwendung der Differentialrechnung

Konvex und konkav

Die 2. Ableitung beschreibt das Monotonie-Verhalten von f’(x) und
bestimmt dabei die Krimmung der Kurve.
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NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Konvex und konkav

Die 2. Ableitung beschreibt das Monotonie-Verhalten von f’(x) und
bestimmt dabei die Krimmung der Kurve.

Definition (Konvex)

Sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R eine zweimal
differenzierbare Funktion.Wir nennen f konvex, wenn f”(x) > 0 fur alle
x € D.
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Differentialrechnung Anwendung der Differentialrechnung

Konvex und konkav

Die 2. Ableitung beschreibt das Monotonie-Verhalten von f’(x) und
bestimmt dabei die Krimmung der Kurve.

Definition (Konvex)

Sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R eine zweimal
differenzierbare Funktion.Wir nennen f konvex, wenn f”(x) > 0 fir alle
x€D.

Bemerkung: f"(x) > 0: heiBt, dass die Steigung von f(x) zunimmt.
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Differentialrechnung Anwendung der Differentialrechnung

Konvex und konkav

Die 2. Ableitung beschreibt das Monotonie-Verhalten von f’(x) und
bestimmt dabei die Krimmung der Kurve.

Definition (Konvex)

Sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R eine zweimal
differenzierbare Funktion.Wir nennen f konvex, wenn f”(x) > 0 fir alle
x€D.

Bemerkung: f"(x) > 0: heiBt, dass die Steigung von f(x) zunimmt.

Definition (Konkav)

Sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R eine zweimal
differenzierbare Funktion.Wir nennen f konkav, wenn f”(x) < 0 fir alle
x e D.
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Differentialrechnung Anwendung der Differentialrechnung

Konvex und konkav

Die 2. Ableitung beschreibt das Monotonie-Verhalten von f’(x) und
bestimmt dabei die Krimmung der Kurve.

Definition (Konvex)

Sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R eine zweimal
differenzierbare Funktion.Wir nennen f konvex, wenn f”(x) > 0 fir alle
x€D.

Bemerkung: f"(x) > 0: heiBt, dass die Steigung von f(x) zunimmt.

Definition (Konkav)

Sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R eine zweimal
differenzierbare Funktion.Wir nennen f konkav, wenn f”(x) < 0 fir alle
x e D.

Bemerkung: f"(x) < 0: heiBt, dass die Steigung von f(x) abnimmt.
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NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Hinreichende Bedingung fiir ein Extremum

Theorem

Sei f :]a, b[— R ein differenzierbare Funktion. Im Punkt x €]a, b[ sei f
zweimal differenzierbar und es gelte

f'(x) =0 und f"(x) <0 (bzw. f"(x) > 0).

Dann besitzt f in x ein lokales Maximum (bzw. Minimum).
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Differentialrechnung Anwendung der Differentialrechnung

Hinreichende Bedingung fiir ein Extremum

Theorem

Sei f :]a, b[— R ein differenzierbare Funktion. Im Punkt x €]a, b[ sei f
zweimal differenzierbar und es gelte

f'(x) =0 und f"(x) <0 (bzw. f"(x) > 0).

Dann besitzt f in x ein lokales Maximum (bzw. Minimum).

4

Bemerkung: Dieser Satz gibt nur eine hinreichende, aber nicht notwendige
Bedingung fiir ein Extremum an.
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NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Hinreichende Bedingung fiir ein Extremum

Theorem

Sei f :]a, b[— R ein differenzierbare Funktion. Im Punkt x €]a, b[ sei f
zweimal differenzierbar und es gelte

f'(x) =0 und f"(x) <0 (bzw. f"(x) > 0).

Dann besitzt f in x ein lokales Maximum (bzw. Minimum).

4

Bemerkung: Dieser Satz gibt nur eine hinreichende, aber nicht notwendige
Bedingung fiir ein Extremum an.

Example

Die Funktion f(x) = x* besitzt zum Beispiel fiir x = 0 ein strenges lokales
Minimum. Es gilt jedoch f”(0) = 0.

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 248 /288



AT 2l e L
Wendepunkt

Definition
Sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R eine stetige Funktion. Man
sagt f habe in xp einen Wendepunkt, wenn es Intervalle Ja, xo[ und |xo, 5]
gibt, so dass entweder

e fin o, xg[ konvex und in |xg, B[ konkav ist, oder dass

e fin ]a, xo[ konkav und in ]xg, B[ konvex ist.
Anschaulich bedeutet dies, dass der Graph der Funktion f im Punkt xg das
Vorzeichen seiner Krimmung andert.
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AT 2l e L
Wendepunkt

Definition
Sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R eine stetige Funktion. Man
sagt f habe in xp einen Wendepunkt, wenn es Intervalle Ja, xo[ und |xo, 5]
gibt, so dass entweder

e fin o, xg[ konvex und in |xg, B[ konkav ist, oder dass

e fin ]a, xo[ konkav und in ]xg, B[ konvex ist.
Anschaulich bedeutet dies, dass der Graph der Funktion f im Punkt xg das
Vorzeichen seiner Krimmung andert.

Bemerkung: Das heiBt, dass der Graph der Funktion f im Punkt xp das
Vorzeichen seiner Krimmung andert.
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NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Hinreichende Bedingung fiir einen Wendepunkt

N

Sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R. Ist f in einer Umgebung
von xg dreimal stetig differenzierbar und es gilt ferner

Theorem

f"(x0) =0 und f"(x) #0,

dann hat f in xg einen Wendepunkt.

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 250288



NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Sattelpunkt oder Extremum

Definition (Sattelpunkt)

Sei f eine Funktion mit einem Wendepunkt in xg und weiter gelte
f'(x0) = 0, dann nennen wir diesen Wendepunkt einen Sattelpunkt.
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NIINEII LIS Anwendung der Differentialrechnung

Sattelpunkt oder Extremum

Definition (Sattelpunkt)

Sei f eine Funktion mit einem Wendepunkt in xg und weiter gelte
f'(x0) = 0, dann nennen wir diesen Wendepunkt einen Sattelpunkt.

Theorem
Sei f'(x0) = 0 und die Néachstfolgende nicht veschwindende Ableitung
(") (xo).
@ Ist n gerade, so gilt:
f(xo) ist ein relatives Minimum fiir f(")(xg) > 0
f(xo) ist ein relatives Maximum fiir f(")(xg) < 0
@ Ist n ungerade, so gilt:
f(xo) hat einen Sattelpunkt.
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Differentialrechnung Newtonverfahren

Motivation

Example

Bestimmen Sie die Nullstellen des Polynoms:

p(x) = 2x> + 2x% — 32x + 30

Gesucht ist also p(x) = 0.

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 252 /288



Newtonverfahren
Motivation

Example

Bestimmen Sie die Nullstellen des Polynoms:
p(x) =2x3 +2x% —32x + 30

Gesucht ist also p(x) = 0.

Fir quadratische Gleichungen haben wir die (p, g)-Formel. Wie gehen wir
mit héherer Ordnung um?
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Newtonverfahren
Motivation

Example

Bestimmen Sie die Nullstellen des Polynoms:
p(x) =2x3 +2x% —32x + 30

Gesucht ist also p(x) = 0.

Fir quadratische Gleichungen haben wir die (p, g)-Formel. Wie gehen wir
mit héherer Ordnung um?

Losungsidee: Newton Verfahren.
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Differentialrechnung Newtonverfahren

Idee

Example

Gegeben sei p(x) = 2x3 + 2x? — 32x + 30 und wir suchen ein x mit
p(x) = 0.
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Newtonverfahren
Idee

Example

Gegeben sei p(x) = 2x3 + 2x? — 32x + 30 und wir suchen ein x mit
p(x) = 0.
Wir raten als Startwert xp = 1.
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Newtonverfahren
Idee

Example

Gegeben sei p(x) = 2x3 + 2x? — 32x + 30 und wir suchen ein x mit
p(x) = 0.

Wir raten als Startwert xp = 1.

p(1) = 2 folglich ist xp keine Nullstelle,
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Differentialrechnung Newtonverfahren

Idee

Example

Gegeben sei p(x) = 2x3 + 2x? — 32x + 30 und wir suchen ein x mit

p(x) =0.

Wir raten als Startwert xp = 1.

p(1) = 2 folglich ist xp keine Nullstelle,die Ableitung in xg liefert uns

p'(x0) = —22. Folglich ist die Funktion fallend und es macht Sinn ein
weiteres x; > xp zu betrachten.

Zum Beispiel x; = 1,5 oder ist x; = 20 besser?
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Differentialrechnung Newtonverfahren

Idee

Example

Gegeben sei p(x) = 2x3 + 2x? — 32x + 30 und wir suchen ein x mit

p(x) =0.

Wir raten als Startwert xp = 1.

p(1) = 2 folglich ist xp keine Nullstelle,die Ableitung in xg liefert uns

p'(x0) = —22. Folglich ist die Funktion fallend und es macht Sinn ein
weiteres x; > xp zu betrachten.

Zum Beispiel x; = 1,5 oder ist x; = 20 besser?

Wie finden wir eine sinnvolle Schrittweite fiir x;?
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Differentialrechnung Newtonverfahren

Newton Verfahren

YA

Nullstelle
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Differentialrechnung Newtonverfahren

Newton-Verfahren

Definition

Sei f : [a, b] — R eine differenzierbare Funktion und seien weiter ihre
Nullstellen als Lésung der Gleichung f(x) = 0 gesucht. Das
Newton-Verfahren 16st diese Gleichung iterativ und startet mit einem
Naherungswert xp. In jedem lterationsschritt x, wir der Graph von f durch
die Tangenten an f(x,) ersetzt. Der Schnittpunkt der Tagente mit der
x-Achse ist das neue X,41.

f(xn)

Xnt1 1= Xp — F1(xn) (n eN).
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Differentialrechnung Newtonverfahren

Newton-Verfahren

Definition

Sei f : [a, b] — R eine differenzierbare Funktion und seien weiter ihre
Nullstellen als Lésung der Gleichung f(x) = 0 gesucht. Das
Newton-Verfahren 16st diese Gleichung iterativ und startet mit einem
Naherungswert xp. In jedem lterationsschritt x, wir der Graph von f durch
die Tangenten an f(x,) ersetzt. Der Schnittpunkt der Tagente mit der
x-Achse ist das neue X,41.

Xn+1 = Xp — :/(();:)), (n eN).

Bemerkung: Nicht fiir jeden Startwert xg konvergiert das Verfahren. Die
Herausforderung ist einen guten Startwert zu wahlen.
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Differentialrechnung Newtonverfahren

Konvergenzsatz

Falls die, durch diese Iterationsvorschrift gebildete Folge x,, wohldefiniert
ist und gegen ein & € [a, b] konvergiert, so folgt, dass (§) = 0 gilt.
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Differentialrechnung Newtonverfahren

Konvergenzsatz

Falls die, durch diese Iterationsvorschrift gebildete Folge x,, wohldefiniert
ist und gegen ein & € [a, b] konvergiert, so folgt, dass (§) = 0 gilt.

Theorem

Es sei f : [a, b] — R eine differenzierbare konvexe Funktion mit f(a) < 0
und f(b) > 0. Dann gilt

a) Es gibt genau ein & €)a, b[ mit f(&§) = 0.

b) Ist xg € [a, b] ein beliebiger Startpunkt mit f(xg) > 0, so ist die Folge
f (xn)
f'(xn)’

wohldefiniert und konvergiert monoton fallend gegen &.

Xn+1 := Xnp —

(n € N).
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Integralrechnung

Contents

@ Integralrechnung einer Veranderlichen
@ Stammfunktion
@ Integral
@ Integrationsregeln
@ Integration gebrochen rationaler
Funktionen
@ Bestimmtes Integral
@ Flichenberechnung
@ Uneigentliches Integral
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Integralrechnung Stammfunktion

Stammfunktion

Wir wollen zeigen, dass die Integration die Umkehrung der Differentiation

ist, was in vielen Fallen die Moglichkeit zur Berechnung des Integrals
liefert.

Example

Zu einer gegebenen Funktion f wird eine Funktion F gesucht, deren erste
Ableitung F’ = f ist.

fx)=F'(x) | F(x)

eX eX
2x x2
sin x — COS X
1 In x
X
V.
Mathe 1

WS 23/24 258 /288



[N TS Stammfunktion

Stammfunktion

Definition
Eine Differenzierbare Funktion F : | — R heiBt Stammfunktion einer
Funktion f : | = R, falls F/ = f.
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[N TS Stammfunktion

Stammfunktion

Definition
Eine Differenzierbare Funktion F : | — R heiBt Stammfunktion einer
Funktion f : | = R, falls F/ = f.

Theorem

Sei F(x) die Stammfunktion zu f(x) = F'(x) dann folgt daraus, dass
F(x)+ C mit C € R ebenfalls eine Stammfunktion von f(x) ist.
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Integralrechnung Integral

Unbestimmtes Integral

Definition

Die Menge aller Stammfunktionen zu einer Funktion f heiBt unbestimmtes
Integral,

/f(x) dx=F(x)+ C, CeR.

Die Funktion f ist der Integrand und die Konstante C wird
Integrationskonstante genannt.
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Integralrechnung Integral

Grundintegrale

/adx = ax+C

Mathe 1 WS 23/24 261288



Integralrechnung Integral

Grundintegrale
/a dx = ax+C
Xn+1
"dx = C: -1
/X X n+1 + n#
Mathe 1

WS 23/24 261288



Integralrechnung Integral

Grundintegrale

/adx = ax+C

N Xn+1
dx = C: -1
/X X n+1+ n7#
1

;dx = Inlx|+C;, x#0
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Integralrechnung Integral

Grundintegrale

/adx = ax+C

N Xn+1
dx = C: -1
/X X n+1+ n7#
1

;dx = Inlx|+C;, x#0

/ede = &+ C
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Integralrechnung Integral

Grundintegrale

/adx
/X"dx

1dx
X

/eX dx
/ax dx

Hechler/Thiimmel

ax + C
Xn+1
n+1

In|x| + C;

+C, n#-1
x#0
e +C

1
—a +C
Ina
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Integralrechnung Integral

Grundintegrale

/adx = ax+C

N Xn+1
/x dx = +C n#-1

n+1
1
/;dx = Injx|+C x#0
/ede = &+ C
1
/axdx = —a+C
Ina
/sinxdx = —cosx+ C
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Integralrechnung Integral

Grundintegrale

/a dx
/X" dx
/1 dx
X
/eX dx
/ax dx
/sinx dx
/cosx dx

Hechler/Thiimmel

ax + C
Xn+1
n+1

In|x| + C;

+C, n#-1
x#0
e+ C

ﬁa’W—C

—cosx + C

sinx + C
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Integralrechnung Integral

Grundintegrale

1 3
/ dx = tanx+ C; x;é:tz,i—ﬂ,...
cos2 x 2 2
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Integralrechnung Integral

Grundintegrale

1 T 37
/c052x dx = tanx+ C; x;«éiE,:t?,...
1
/,2 dx = —cotx+C;, x#0,+m, +2m,...
sin® x
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Integralrechnung Integral

Grundintegrale

1 3
/ dx = tanx+ C; x;é:tz,i—ﬂ,...
cos2 x 2 2

1
/,2 dx = —cotx+C;, x#0,+m, +2m,...
SIN~™ X

1
/7dx = arcsinx+ C; x| <1
V1—x?
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Integralrechnung Integral

Grundintegrale

1
d
/c052x x
1
d
/sin2X x
[
Vv1—x2

1
—d
/l—i—x2 X

Hechler/Thiimmel

3

tanx 4+ C; x;é:tz,i—ﬂ,...

2 2
—cotx+ C; x#0,+m,+2m,...
arcsinx + C;  |x| <1

arctanx + C
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Integralrechnung Integral

Grundintegrale

1
d
/c052x x
1
d
/sin2X x
71 d
/Vl—x2 x
1
/ler2 dx
X

/ d
32+X2

Hechler/Thiimmel

3

tanx 4+ C; x;é:tz,i—ﬂ,...

2 2
—cotx+ C; x#0,+m,+2m,...
arcsinx + C;  |x| <1

arctanx + C

1
— arctan <X> + C
a a
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Integralrechnung Integrationsregeln

Integrationsregeln

Theorem (Linearitat der Integration)
Seien f, g integrierbare Funktionen und A\ € R, dann gilt:
a) Summenregel:

/ [F(x) + g(x)] dx = / F(x) dx + / g(x) dx

b) Faktorregeln:
/)\f(x) dx = )\/f(x) dx

f<g:>/ dx</g(x

c) Monotonie:

v
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Integrationsregeln
Substitution

Ein wichtiges Hilfsmittel zum Berechnen von Integralen besteht darin, eine
Transformation (Substitution) der Integrationsvariablen durchzufiihren.

Theorem (Substitutionsregel)

Sei f eine stetige Funktion und ¢ eine stetig differenzierbare Funktion.
Dann gilt

[ ) ¢(0) de = [ £(x) ax
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Integralrechnung Integrationsregeln

Beispiele zur Substitution

Example
o [flax+b)dx=1[f(t)dt, mitt=ax+b
o [tf(t?) dt =3 [f(x) dx, mit t = x?

@ Logarithmische Integration:

0 4 —1n ) =1
S de=mieol+ ¢ (0=

X = w(f))

o [tantdt= [t dt —In|cost|+ C

cost
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Integralrechnung Integrationsregeln

Partielle Integration

Neben der Substitutionsregel ist die partielle Integration ein weiteres
nitzliches Hilfsmittel zur Berechnung von Integralen.

Theorem (Partielle Integration)

Seien u, v integrierbare und stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

/u(x) V(x) dx = u(x) - v(x) — / v (x) - v(x) dx
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Integralrechnung Integrationsregeln

Beispiele zur Partiellen Integration

Example
Wir betrachten

/xcosx dx
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Integralrechnung Integrationsregeln

Beispiele zur Partiellen Integration

Example
Wir betrachten

/xcosx dx

dann setzen wir u(x) = x, v/(x) = cos(x) und erhalten

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 267 /288



Integralrechnung Integrationsregeln

Beispiele zur Partiellen Integration

Example
Wir betrachten

/xcosx dx

dann setzen wir u(x) = x, v/(x) = cos(x) und erhalten
/xcosx dx = xsinx—/sinx dx

/u(x) V(x)dx = u(x)v(x)— / u'(x) - v(x) dx
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Integralrechnung Integrationsregeln

Beispiele zur Partiellen Integration

Example
Wir betrachten

/Inx dx
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Integralrechnung Integrationsregeln

Beispiele zur Partiellen Integration

Example
Wir betrachten

/Inx dx

dann setzen wir u(x) = Inx, v/(x) = 1 und erhalten
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Integralrechnung Integrationsregeln

Beispiele zur Partiellen Integration

Example
Wir betrachten

/Inx dx

dann setzen wir u(x) = Inx, v/(x) = 1 und erhalten
/u(x) V(x)dx = u(x)-v(x)— / u'(x) - v(x) dx
/In(x)-ldx = Xlnx—/lxdx

X

= XInx—/l dx =xInx—-—x+C
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Integralrechnung Integrationsregeln

Beispiele zur Partiellen Integration

Example
Wir betrachten

/Inx dx
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Integralrechnung Integrationsregeln

Beispiele zur Partiellen Integration

Example
Wir betrachten

/Inx dx

dann setzen wir u(x) = Inx, v/(x) = 1 und erhalten
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Integralrechnung Integrationsregeln

Beispiele zur Partiellen Integration

Example
Wir betrachten

/Inx dx

dann setzen wir u(x) = Inx, v/(x) = 1 und erhalten
/u(x) V(x)dx = u(x)-v(x)— / u'(x) - v(x) dx
/In(x)-ldx = Xlnx—/lxdx

X

= XInx—/l dx =xInx—-—x+C
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Integralrechnung Gebrochen Rationale Funktionen

Partialbruchzerlegung

Example (Partialbruchzerlegung)
Gegeben:

dx

/ P(x) dx — amX™ 4+ am_1x™ 14 4 gpx?
Q(x) bpx" + bp_1x"1 4 -+ 4 bpxO

Falls m > n = Polynomdivision durchfiihren.

Dann erhalt als ein Ergebnis ein Polynom und eine echt gebrochen
rationale Funktion mit m < n.

Das Polynom kann wie gewohnt integriert werden.

Fir die gebrochen Rationale Funktion wenden wir eine
Partialbruchzerlegung an (s. nachste Folie).
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Integralrechnung Gebrochen Rationale Funktionen

Partialbruchzerlegung, Fortsetzung

Example (Partialbruchzerlegung, Fortsetzung)

Fall 1: Seien xi, x2, ..., x, einfache Nullstellen von Q(x). Dann kann man

Q(x) in Produktdarstellung angeben:

n

Q(x) = I:I(X —x;)=(x—x1)(x —x2)...(x — xpn)

i=1
Ansatz:
P(X) A1 A2 An
RQ(x) x—x1 x—x X — Xp
W
Mathe 1

WS 23/24
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Integralrechnung Gebrochen Rationale Funktionen

Partialbruchzerlegung, Fortsetzung

Example (Partialbruchzerlegung, Fortsetzung)
Integration

/P(X) dx = /Aldx+~-'+/ al dx
Q(x) X — X1 X — Xp
= Ai-Inlx—x1|+--+ A In|x—x,|+ C

Bestimmung der Koeffizienten A; durch Koeffizientenvergleich (siehe
Ubung).
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Integralrechnung Gebrochen Rationale Funktionen

Partialbruchzerlegung, Fortsetzung

Example (Partialbruchzerlegung, Fortsetzung)

Fall 2: Seien xi, x2, .

r

Q(x) = H(X — x,-)k" =

i=1

.., xr mehrfache Nullstellen von Q(x).

i=1

Grad (Q(x))=n

(x —x1) 2 (x —x)k .. (x — x.)k,

Ansatz:
P(X) A11 A12 A1k1
Q(x) x—x1 (x—x1) (x —xp)k
A A A
21 22 N 2ky _
Xx—x2 (x—x) (x — x2)ke
Mathe 1

WS 23/24
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Integralrechnung Gebrochen Rationale Funktionen

Partialbruchzerlegung, Fortsetzung

Example (Partialbruchzerlegung, Fortsetzung)
Fall 3: Q(x) besitzt keine reellen Nullstellen.

a) Q(x) enthélt einen nicht mehr zerlegbaren quadratischen Faktor.

Ansatz:

P(x)  Aix+ A
Q(x) x2+Bx+C

Integration:

P(x) X dx
dx=A | ———d A | ———
/Q(X) x l/xz—i—BX—{—C X+ 2/X2+Bx+C
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Integralrechnung Gebrochen Rationale Funktionen

Partialbruchzerlegung, Fortsetzung

Example (Partialbruchzerlegung, Fortsetzung)

Fall 3: Q(x) besitzt keine reellen Nullstellen.

b) Q(x) enthélt einen nicht mehr zerlegbaren quadratischen Faktor mit

Vielfachheit r > 1, d.h. (x> + Bx + C)". Ansatz:

P(x)  _ zr: Arkx + Aoy
Q(x) = (x+ Bx+ C)k
_ Aux+Axn Ar2x + A
x2+Bx+C (x2+Bx+C)>
Airrx + Az

(x24+ Bx+ Q)"
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Integralrechnung Gebrochen Rationale Funktionen

Partialbruchzerlegung, Fortsetzung

Example (Partialbruchzerlegung, Fortsetzung Fall 3)

/ x dx 1In|32+b +f b/ dx
o xex 4 x X I AN
ax2 4+ bx + ¢ 2a 2a) ax2+bx+c

/ dx _ 2 arctan ( 2ax+ b )
ax?+bx+c  \hac— b2 Vdac — b2
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Integralrechnung Bestimmtes Integral

Motivation

Wie berechnet man die Fliche zwischen dem Graph einer Funktion und
der x-Achse?
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Integralrechnung Bestimmtes Integral

Motivation

Wie berechnet man die Flache zwischen dem Graph einer Funktion und
der x-Achse?

Baustein: Summe: Grenzwert:
2 b
(a—b)-h S i (ai— ai1) / #(a) da
i=1 a
Yy Y y
ha
h hy
a b = ag a1 az « a b =
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Bestimmtes Integra
Treppenfunktion

Mmooy

5 fi6) g

Flacheninhalt unter dem Graphen von f(x) auf dem Intervall [a, b]:

n—1
b _
Fo= f(x)-Dn,  mit A, = 2.

k=0

wobei xp = a;xy = a+ A, ...;xp=a+nl, =b.
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Integralrechnung Bestimmtes Integral

Definition

Definition
Sei f eine auf [a, b] stetige Funktion. Setzen wir A, = 2-2 und
xxk =a+ k-A, fir k=20,...,n. Dann konvergiert die Folge der

Rechtecksflachen
n—1
Fo=Y_ f(xi)An
k=0

Man nennt ihren Grenzwert das bestimmte Integral von f auf dem
Intervall [a, b] und schreibt

n—oo

b n—1
/ F(x) dx = lim 3 f(x)An.
a k=0
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Integralrechnung Bestimmtes Integral

Definition

Definition (Fortsetzung)

Dabei heiBt f(x) Integrand, x Integrationsvariable, a und b untere bzw.
obere Integrationsgrenze und [a, b] das Integrationsintervall.
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Integralrechnung Bestimmtes Integral

Definition

Definition (Fortsetzung)

Dabei heiBt f(x) Integrand, x Integrationsvariable, a und b untere bzw.
obere Integrationsgrenze und [a, b] das Integrationsintervall.

Theorem (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung)

Sei f stetig auf dem Intervall [a, b] und F eine beliebige Stammfunktion
von f. Dann gilt

b b
/a F(x) dx = F(b) — F(a) =: F(x)
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Integralrechnung Bestimmtes Integral

Satze liber Integrationsgrenzen

Theorem
1) [2f(x)dx=0
2) [PF(x)dx = — [2f(x) dx
3) Seia < b < c, dann gilt

/:f(x) dxz/abf(x) dx—f—/bcf(x) dx
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Integralrechnung Bestimmtes Integral

Satze liber Integrationsgrenzen

Theorem
4) fab(f+g) dx = fabf dx—l—fabg dx
[Pe.fdx=c- [PfdxfirceR.
5) Substitution:

b ©(b)
| feene e de= [ () dx

v(a)
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Integralrechnung Flachenberechnung

Flache zwischen einem Graphen und der x-Achse

Definition

Sei f(x) auf [a, b] stetig und f(x) > 0 fiir alle x € [a, b]. Dann heiBt

A:/abf(x) dx

der Inhalt der Flache unter dem Graphen von f.
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Integralrechnung Flachenberechnung

Flache zwischen einem Graphen und der x-Achse

Definition

Sei f(x) auf [a, b] stetig und f(x) > 0 fiir alle x € [a, b]. Dann heiBt

A:/abf(x) dx

der Inhalt der Flache unter dem Graphen von f.

1) Wenn f(x) > 0 fir x € [a, b], dann gilt A= fab f(x) dx > 0.
2) Wenn f(x) <0 fiir x € [a, b], dann gilt fab f(x) dx <0 und
A:=—[Pf(x)dx>o0.

a

Hechler/Thiimmel Mathe 1 WS 23/24 283 /288



Integralrechnung Flachenberechnung

Flache zwischen einem Graphen und der x-Achse
3) Nimmt f(x) im Intervall [a, b] sowohl positive, als auch negative
Werte an, so miissen zunachst die Nullstellen x1, x2, ..., x, € [a, b]
mit x; < xo < --- < X, bestimmt werden. Man erhalt fir

k=1,....,n,n+1

Xk
I, = / f(X) dx mit xo = aund x,41 = b

k—1

Ausgeschrieben:

X X2 b
llz/lf(x)dx,/zz/ f(X)dew’nHZ/ Flx) dx
a X1 Xn

b
= A= [+l + et her] = [ IFGO)] dx
a
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Integralrechnung Flachenberechnung

Flacheninhalt zwischen zwei Kurven

Seien f1(x) und f(x) auf [a, b] stetig.

L K
N 2] s
E . - H
- | —
| i e \\‘\ . H ,
R |3 h ) 1 \2‘\ 3 4 x
A E
7 At ;
: \\ P
.
24 -

1) Wenn fi(x) und f(x) sich im Intervall [a, b] nicht schneiden, so gilt
fir die Flache A zwischen den beiden Funktionen

A= /ab|f1(x) ~ h(x)| dx.
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Integralrechnung Flachenberechnung

Flacheninhalt zwischen zwei Kurven

S

3 4 x

o

2) Wenn fi(x) und fa(x) sich im Intervall [a, b] schneiden, so miissen
zuerst die Schnittpunkte xi, ..., x, zwischen beiden Funktionen
berechnet werden.

AnschlieBend muss das Integral stiickweise auf den Intervallen
[k, Xk+1] fir k =0,...,n mit xo = a und x,41 = b, wie in 1)
beschrieben, berechnet und aufsummiert werden.
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Integralrechnung Uneigentliches Integral

1. Fall: Unbeschranktes Integrationsintervall
1) f(x) stetig auf [a,00); a € R
/:Of( ) dx = lim / f(x) dx, b€ [a00)
2) f(x) stetig auf (—oo, b]; a € R

[ = im [t

3) f(x) stetig auf R; ¢ € R fest aber beliebig!

o0 b
/ f(x)dx = Ilim / f(x) dx + lim / f(x) dx
—00 a——00 b—oo /e

Existieren die jeweiligen Grenzwerte, so konvergieren die Integrale,
ansonsten divergieren sie.
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Integralrechnung Uneigentliches Integral

2. Fall: Unendlichkeitsstellen des Integranden (Polstellen)

Sei f(x) stetig auf [a, b] \ {c} und a < ¢ < b,
1) fallsc=a

/aicf(x) dx = lim /ab f(x) dx

e—=0" Jate

2) fallsc=»b

/ab_c f(x) dx = lim /ab_e f(x) dx

e—07t

3) fallsa<c<b

/abf(x) dx = lim /:qf(x) dx + lim /Cbef(x) dx

€1—07t e—0t Jcot
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